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INTRODUCTION. 

Au milieu des autres arts industriels, Thorlogerie offre de nos jours un con- 
traste frappant. Alors que toutes les industries mettent à profit les conquêtes de la 
science, Thorlogerie, comme si elle oubliait son histoire, semble abandonner le 
guide qui lui a fait faire de si grands progrès. Dans le courant du siècle dernier, 
des artistes illustres, en empruntant à la physique et à la mécanique les principes de 
leur art, Tout élevé au premier rang des arts mécaniques. Est-ce à dire que l'hor- 
logerie n'ait pas fait de progrès depuis lors? Non assurément; car la précision du 
travail, sans laquelle les plus belles conceptions de la théorie seraient comme lettres 
mortes, a été portée à un degré qu'il paraîtrait difficile de surpasser. La théorie 
aurait-elle dit son dernier mot, ou serait- elle impuissante à donner la solution 
de problèmes imparfaitement résolus? On le croirait, en voyant les efforts que font 
nos officiers de marine, pour introduire dans la navigation l'étude des irrégularités 
de la marche de leurs chronomètres, à l'effet d'en corriger les indications de ces 
précieux instruments. 

Depuis les solutions du problème élémentaire des oscillations des pendules et 
balanciers, on était resté longtemps sans voir se produire de recherches théoriques 
intéressant spécialement Tart des horlogers, lorsque M. Phillips, ingénieur des 
mines, a publié un intéressant travail sur les conditions d'isochronisme du ressort 
spiral . 

Vil. 1 



1 RECHERCHES SUR LE MOUVEMEKT ET LA COMPENSATION DES CHRONOMÈTRES. 

La théorie de la compensation des chronomètres ne paraît avoir été l'objet 
d'auciuie pubhcation sérieuse; du moins, nous ne saurions en mentionner une 
seule. Nous pensons donc faire une chose utile en publiant un Mémoire où se 
trouve la sohition d'un problème qui intéresse à un si haut degré la sécurité des 
navigateurs. 

A l'exemple des auteurs qui se sont occupés de la compensation des pendules, 
nous avions abordé le problème de la compensation des chronomètres, sans nous 
préoccuper de l'action des pièces de Téchappement sur le balancier. Mais il nous 
a paru nécessaire de justifier Thypothèse que les frottements, la résistance de Tair 
et les chocs de la roue d'échappement peuvent être négligés dans le problème de 
la compensation. C'est pourquoi nous avons entrepris l'étude des mouvements du 
balancier sous l'influence de ces actions diverses, la température ne variant pas. 

La prtmiiére Partie de ce Mémoire contient l'exposé de nos recherches sur It* 
mouvement des chronomètres soumis à une températiu'e constante. Notre point 
de départ est l'isochronisme du ressort spiral, soit qu'il résulte des règles propo- 
sées par M, Phillips, soit qu'on l'obtienne par tout autre procédé. En admettant 
la loi de la résistance de l'air proportionnelle au carré de la vitesse, nous trouvons 
que les diverses résistances ne produisent, dans l'intervalle de deux battements 
consécutifs, que des altérations du deuxième ordre de petitesse, sauf une seule 
qui s'élève au premier ordre : cetle altération est en raison inverse du carré des 
amplitudes, et proportionnelle, à la fois, à la résistance des pivots et à l'angle com- 
pris entre la position d'équilibre du balancier et celle qu'il occupe à l'instant où il 
reçoit le choc de la roue d'échappement. Nous faisons connaître les relations sta- 
tiques et dynamiques qui s'étabhssent entre le balancier et la roue d'échappe- 
ment, quand le chronomètre atteint son régime permanent; certaines règles pra- 
tiques concernant l'échappement s'en déduisent. 

Dans la deuxième Partie, le problème de la compensation est traité en négli- 
geant d'abord les termes dépendant des carrés des variations de température; la 
théorie des lames bi-métalliques y est exposée avec détails. 

Revenant ensuite sur les termes négligés, nous formons l'équation de condi- 
tion relative à l'anéantissement de ces termes, et nous discutons les différents 
moyens d'y satisfaire suivant les cas. Afin de fixer les idées sur l'importance des 
termes dont il s'agit, nous présentons une évaluation numérique de ceux que 
fournit le balancier, les seuls que l'on puisse évaluer sans le secours de l'expérience. 

Nous terminons par quelques considérations sur les foriiuiles empiriques propres 
à représenter la marche de chronomètres plus ou moins imparfaitement compensés. 



MOUVEMENT DU BALANCIER EN L ABSENCK DE TOUTE RESISTANCE 



PREMIÈRE PARTIE. 



ÉTUDES CONCERNANT LE MOUVEMENT DU BALANCIER 



1. Dans cette première Partie, nous ferons abstraction des variations de tempé- 
rature : il nous serait facile de faire riiypothèse de Tinvariabilité de la température, 
et de limiter les conséquences à ce cas abstrait en apparence ; mais les princip.iu\ 
résultats que nous obtiendrons conviendront encore a Tétat réel des choses, car 
il nous suffira d'étudier le mouvement pendant une ou deux oscillations seule- 
ment, et il est clair que, dans un aussi court intervalle, la température peut être 
considérée comme ne variant pas. 

Nous traiterons en conséquence le balancier comme un système de pièces rigides, 
formant un corps solide, assujetti à la seule condition que son centre de gravité 
coïncide avec Taxe de rotation. (Dans la deuxième Partie de ce Mémoire, la com- 
position du balancier sera présentée avec les détails nécessaires.) 

La force principale qui produit les oscillations du balancier, provient de l'action 
d'un ressort en acier dit spiral^ mais ayant plutôt la forme hélicoïdale dans la plus 
grande partie de son étendue. L'une des extrémités du ressort est fixée au balan- 
cier, l'autre au châssis dans lequel sont engagés les tourillons on pivots du balan- 
cier. Il existe une position du balancier dans laquelle le ressort n'exerce aucune 
action pour le faire tourner : c'est la position d'équilibre qui aurait lieu s'il 
n'existait aucun frottement dans l'appareil. Lorsque le balancier prend toute 
autre position, le ressort s'enroule ou se déroule, et les différentes tranches per- 
pendiculaires à son axe de figure, sont soumises à des efforts de traction ou de 
compression. 

Quand un spiral est reiissi, le moment des efforts qu'il exerce sur le balancier, 
autour de son axe de rotation, est sensiblement proportionnel à l'écart angulaire 
du balancier autour de sa position d'équilibre, tant d'un côté que de l'autre de 
cette position. Les conditions de réussite ne consistent pas dans une grande per- 
fection de la forme hélicoïdale ; elles n'exigent pas seulement luie parfaite égalité 
des sections nonnales k l'axe et l'égale élasticité du métal dans toute l'étendue 
du ressort, chose déjà très-difficile à obtenir dans l'opération de la trempe : il faut 
encore que le ressort ait une certaine longueur déterminée, et que ses deux extré- 
mités affectent une forme notablement différente de la forme hélicoïdale. 

I . 



4 RECHERCHES SUR LE MOUVEMENT ET LA COMPENSATION DES CHRONOMÈTRES. 

Pierre Leroy est le premier qui ait reconnu que Fisochronisme pouvait s'obtenir 
en donnant au ressort une certaine longueur qu'il a lui-même indiquée. Dans ces 
derniers temps, un habile ingénieur, M. Phillips, s'est occupé de la forme à donner 
au spiral : ses résultats ont été communiqués à l'Académie des Sciences; mais 
l'auteur n'avait point encore publié son travail, quand nous avons entrepris les 
présentes recherches ; il nous était impossible de mettre à profit son analyse. Nous 
ne reprendrons pas, pour l'instant, la question qu'il a traitée. 

Acceptant comme un fait acquis la possibilité d'obtenir l'isochronisme dans le 
mouvement des balanciers de chronomètre, soit qu'il résulte de l'application des 
formules de M. Phillips, soit qu'on l'obtienne en employant tout autre moyen, 
nous considérerons le ressort spiral comme exerçant sur le balancier, dans l'état 
de momement, des forces dont le moment est proportionnel à l'écart angulaire du 
balancier par rapport à sa position d'équilibre (*) ; nous reconnaîtrons que, dans 
les divers cas que l'on peut avoir à considérer, ce mode d'action réalise effective- 
ment l'isochronisme. 



(*) Si tel était efl'ectiveuicnt le mode d'action du ressort dans Vétat de repos du balancier^ on ne 
devrait s'attendre à le voir se réaliser encore dans Vétat de mouvement qu'autant que la niasse du 
ressort serait comme insensible vis-à-vis de celle du balancier; or, comme il ne paraît pas à priori 
qu'il en soit tout à fait ainsi, on peut se demander si la longueur et la forme du ressort auxquelles les 
artistes sont parvenus par voie de tâtonnement, n'auraient pas pour résultat de corriger les effets du 
défaut de proportionnalité qui aurait lieu à l'état statique. Si cela était, il en faudrait conclure que la 
propriété du ressort spiral de produire des oscillations isochrones, n'aurait lieu que relativement à des 
balanciers ayant le même moment d'inertie. En effet, imaginons qu'on adapte un tel ressort à un 
balancier dont le moment d'inertie soit assez gi^nd pour que les oscillations ne s'effectuent qu'avec 
une extrême lenteur; alors les actions que développera le ressort seront sensiblement les mêmes qu'à 
l'état statique, et comme par hypothèse ces forces, à l'état statique, ne seront plus proportionnelles 
aux écarts angulaires, l'isochronisme ne sera pas obtenu avec le nouveau balancier comme avec le 
balancier primitif. 

Dans la Note [Comptes rendus, t. XLVIII, p. 984) qui accompagne la présentation de son Mémoire, 
M. Phillips annonce avoir « fait, à différents points de vue, un grand nombre d'expériences qui 
» sont toujours venues vérifier la théorie aussi exactement qu'il était permis de l'espérer. » Or, il ne 
paraît pas que l'auteur du Mémoire ait eu égard à la différence des actions que le ressort exerce sur le 
balancier à l'état de mouvement et à l'état de repos. Si, parmi les expériences dont il est question, il 
en est qui se rapportent à l'obseivation de la durée des oscillations, et que le résultat se soit trouvé 
conforme à la théorie, il faudra en conclure que l'inertie du ressort est sans influence sensible : au- 
trement nous serions portés à croire qu'on obtiendrait un accord sensiblement satisfaisant, pour toute 
amplitude, en ajoutant, dans les formules, au moment d'inertie du balancier, une petite quantité que 
l'expérience ferait connaître, ou en diminuant d'une quantité convenable le coefficient qui représente 
l'acticm du rassort. 



MOUVEMENT DU BALANCIER EN L'ABSENCE DE TOUTE RÉSISTANCE. 5 

Ceci entendu, nous traiterons successivement diverses questions, en suivant 
Tordre de leur simplicité. 

2. Mouvement du balancier en négligeant les diverses résistances qu'il peut éprouver, 
— I^s lois du mouvement rectiligne ou angulaire d'un corps, lorsqu'il est soumis 
à une force dont l'intensité ou le moment est proportionnel à la distance linéaire 
ou angulaire de sa position d'équilibre, sont connues depuis fort longtemps : 
nous nous dispenserions de les exposer, si nous ne devions rapprocher les résultats 
(jue nous obtiendrons dans les numéros suivants, de ceux qui sont relatifs au pré- 
sent cas. 

Soient : u la quantité angulaire donl le balancier est écarté de sa position d'équi- 
libre à l'instant t\ 

X le moment des forces que le ressort spiral exerce lorsque l'écart u acquiert . 
une valeur égale à l'unité angulaire abstraite; 

M la masse du balancier ; 

MP son moment d'inertie autour de l'axe de rotation ; 

Le moment des forces développées par le ressort sera xw, et le sens de ce 
moment sera toujours opposé à celui de l'angle u. 

Appliquant le principe des aires, ou l'équation des forces vives différentiée et 
débarrassée du facteur duj on a 



— XM. 



Multipliant par du et intégrant, il vient 

Uq étant une constante arbitraire. 

On conclut de cette formule, que la vitesse angulaire — s'annule lorsque u 

acquiert l'une des deux valeurs -f- w^, et ^ UqI comme d'ailleurs -^ ne reste réel 

que pour toute valeur de u comprise entre les limites ±: Wq, il s'ensuit que le ba- 
lancier oscillera entre les deux positions correspondantes, et qui sont symétriques 
par rapport à sa position d'équilibre. 

Il reste à obtenir la valeur de u en fonction de ^, ou inversement. En vertu des 
limites de ri, on peut poser 

(3) u = //oCOS^, 
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d'où 



(4) -r = — UoSino-r- 



du . ficf 

fil ' de 



ces valeurs étant substituées dans l'équation (a), il vient simplement 



dt^ 



Posons, pour plus de commodité, 



(5) '^=\/ïi' 

il viendra 
d'où 

Nous n'écrivons pas le double signe, attendu qu'il disparait de l'expression (3) 
de u en fonction de f : en outre, nous n'avons pas ajouté de constante, parce que 
nous prenons ici, pour origine du temps, l'instant où u est égal à -+- ^/q. I/expres- 
sion de u en fonction du temps est donc 

(6) u = i/oco$Xf, 
et celle de la vitesse 

(7) -7- = — Xc/osinXf. 

dt 

La vitesse s'annulera pour toutes les valeurs de t qui satisferont à l'équation 
sinX^ = o, d'où \i = in, i étant un nombre entier et n le rapport de la circon- 
férence au diamètre; en sorte que la durée T de l'oscillation simple aura pour 
expression 

(8) T=?, 



ou, en vertu de l'équation (5), 

En outre, il est visible que les valeurs de w et -r reviendront les mêmes, toutes 
' ^ dt 
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les fois que l'angle \t croîtra de 2/71; ce qui donne, pour la durée d'une oscillation 
complète, -r-' quelle que soit Torigine de cette oscillation. 

Mais ce qui est plus important, c'est que la durée des oscillations est indépen- 
dante de l'amplitude. En effet, la valeur de T ne dépend pas de Uq. 

On remarquera aisément l'égalité des temps écoulés entre le passage du balan- 
cier par sa position d'équilibre et les passages par deux positions symétriques par 
rapport à cette dernière : les vitesses correspondantes à ces deux positions sont 
égales et de même sens dans une même oscillation simple ; etc. 

Nous avons suivi un mode en apparence différent de celui qu'on a l'habitude 
de pratiquer dans le cas d'équations de la forme (a), non-seulement parce que 
l'ambiguïté de signe a été facilement levée, mais plus particulièrement à cause de 
la nécessité où nous serons de faire usage du premier dans les numéros suivants. 

3. Moiwement du balancier en ayant égard à la résistance qu éprouvent les 
pivots. — Les pivots sont exposés à des résistances de trois sortes, quand on fait 
abstraction du mouvement de translation ou de rotation auquel est exposé le 
chronomètre : j^ le frottement au contact du plan horizontal sur lequel s'appuie 
l'extrémité inférieure du balancier : d'après les notions admises sur les frotte- 
ments, cette résistance est indépendante de la vitesse, ou constante durant un 
grand nombre d'oscillations consécutives; 2® le frottement provenant d'une pres- 
sion latérale produite par le ressort spiral : or il parait, d'après les recherches de 
M. Phillips, que cette pression peut être annulée au moyen de dispositions spé- 
ciales que cet auteur recommande ; mais, d'autre part, on peut l'éviter, en faisant 
agir sur le balancier deux ressorts semblables, au lieu d'un seul, et les étabUssant 
convenablement : nous pouvons donc faire abstraction de cette résistance ; 3^ la 
résistance provenant d'un défaut de fluidité parfaite des huiles qui lubrifient les 
pivots : eu égard à la faible masse des molécules d'huile entraînées dans le mouve- 
ment de rotation et à la faible vitesse qu'elles peuvent prendre, on peut encore 
considérer cette résistance comme constante. 

Les diverses résistances que nous venons d'énumérer donnent lieu à un mo- 
ment constant dont le sens est nécessairement opposé à celui de la vitesse; soit^x 
la valeur absolue de ce moment, l'équation du mouvement du balancier sera, en 
conservant les notations du numéro précédent, 

(10) MI«^ = -.(a±/), 



dt' 



du 



le signe supérieur convient au cas où -r- est positif, et le signe inférieur au cas 
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contraire. Il suffit de comparer l'équation précédente à l'équation (r), pour recon- 
naître que ses intégrales s'obtiendront en changeant simplement, dans celles cor- 
respondantes à cette dernière, u en u ±fGt Uq en Uq ±j\ On aura donc 

(il) U±f=(Uo±f) cos.lt, 

et 

(.3) T = î = Vf- 

Ainsi, la durée des oscillations simples, considérée connue étant le temps écoulé 
entre deux positions consécutives pour lesquelles la vitesse s'annule, est indépen- 
dante des résistances constantes représentées par f. Mais toutes les autres consé- 
quences obtenues quand nous avons fait abstraction des résistances, sont loin de 
subsister. 

Pour faciliter la discussion, nous conviendrons de changer l'origine du temps 
à la fin de chaque oscillation, de manière que cette origine coïncide toujours avec 
le commencement de l'oscillation actuelle. U suit de là que \t restera compris 

entre o et tt, et, par suite, que le signe de — sera toujours contraire à celui 

de Uq zt.J\ 

En premier lieu, pour qu'il y ait mouvement, il est nécessaire que u varie avec 
le temps ; ce qui entraîne la condition u^ ±f% o. 

Considérons le cas des signes supérieurs, lequel correspond à — positif; le signe 

de cette quantité devant être contraire à celui de Uq -hj., on aura 

wo-f-/<o, ou —Uo^f, 

Dans le cas des signes inférieurs ou de — négatif, on aura, par le motif qui vient 

d'être énoncé, 

I/o— />o, ou -+-i/o>y. 

Ces deux conditions sont exprimées par l'inégalité 

ou, plus généralement, 

(ï4) !/?>/•; 

/ étantunnombre entier qui servira à distinguer les oscillations simples consécutives. 
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Le balancier ne pourra donc prendre de mouvement, tant que la valeur absolue 
de l'amplitude, au commencement de Toscillation, ne dépassera pas la quantité^. 

Maintenant, calculons les valeurs que prendront successivement les amplitudes, 
en supposant, comme dans tout ce qui va suivre, que la condition (14) soit satis- 
faite au commencement de cbaque oscillation. La valeur de sin X< restant positive, 

— aura le signe de — Wq, ou, plus généralement, celui de — - W/. Admettons, pour 

fixer les idées, que Uq soit d'ailleurs \u\^. quantité positive ; — sera négatif dans 

la première oscillation, et Ton fera usage des signes inférieurs. A cause de 
cosX/ = — I à la fin de la première oscillation simple, la formule (11) donnera 

Ml = — wo 4- 2/, 
ou bien 

— //, = 4- Mo — 2/. 

Dans l'oscillation suivante, u^ devra être mis à la place de Uq : comme 11^ sera 

négatif, — sera positif, et Ton fera usage des signes supérieurs, pour calculer la 

valeur de w, qui a lieu à la fin de la deuxième oscillation, pour laquelle on aura 
encore cosX^ = — i ; il viendra donc 



M, 



Ml — 2/. 



Il est clair que, dans les oscillations suivantes, on obtiendra des résultats consé- 
cutifs qui, considérés deux à deux, seront en tout semblables. On aura ainsi la 

série : 

— M, = -H Mo — a/, 

-H lij =— !/, — 2/, 

(i5) _M3 =-i-f/, — s^y; 

-^-^•. =— M, — a/, 



Sous cette forme, on reconnaît que la valeur absolue des excursions du balancier, 

de part et d'autre de sa position d'équilibre, diminue de la quantité 2/ à chaque 

oscillation simple. Cestce que Ton déduit encore en ajoutant successivement les 

VIL 2 
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deux premières, les trois premières, etc., des mêmes équations; on a alors 

— "i =-f-"o — 2/, 

-h i/j = H- Mo — 47? 

(16) — li, =-i-//o — 6/, 

H- w* = H- wo — 8/, 



Ui = 4-1/0 — 2 ij\ 



Pour trouver le nombre d'oscillations que le balancier pourra accomplir avant 
de s'arrêter, nous aurons recours à laicondition (i4) 5 observant que it Ui désigne, 
dans la série précédente, une quantité essentiellement positive, nous tirerons de la 
condition (i4) 

d'où 

Cette condition étant censée remplie, Toscillation de rang / -h i sera possible; soit 
/' = i -f- f le nombre des oscillations possibles, l'inégalité précédente donnera 

Si l'on renverse le signe de l'inégalité (i4)? ^u même qu'on le remplace par celui 
de l'égalité, on exprimera que la (/ -f- i)*'"" oscillation ne poiura avoir lieu ; ce qui 
fournira la relation 

où i désigne actuellement le nombre possible. 

De cette manière, le nombre des oscillations qu'effectuera le balancier, sera le 

nombre entier compris entre ~ et — ^-h -• 

Supposons qu'en expérimentant sur un balancier, on ait constaté qu'il accomplit 
{oscillations, lorsqu'on l'écarté de sa position d'équilibre d'un ajigle positif donné 
Wo ; il est clair, d'après ce qui précède, que généralement Uq pourra varier de cer- 
taines quantités très-petites en plus ou' en moins, sans que le nombre / varie lui- 
même. Soient donc u^ et u\ de nouvelles valeurs de Uq^ l'une plus grande et l'autre 
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plus petite que la valeur primitive i/q» et pour lesquelles le nombre « des oscilla- 
tions reste le même que le précédent; les nouvelles limites de i 



< 1 el îîl-^i 

2/ 2 if 2 



seront plus resserrées que les précédentes, et il est clair qu'elles coïncideront avec 
le nombre i lui-même, à Tinstant où une nouvelle valeur / ±: i de i viendra succéder 
à la première. Admettons que li^ et u\ soient les écarts pour lesquels ce change- 
ment de valeur de i commence à se manifester; on aura les relations 



d'où 



(■9) 



2/ 2 


2/ 2 


(^'>-')/ «'., 


(21 l)/— '/p. 



De cette manière, on aura un moyen de déterminer la valeur de^ avec beaucoup 
de précision, si Ton a effectué les mesures exactes de Uq ou u\. Mais Torigine des 
tt, ou la position d'équilibre du balancier soumis à la seule action du ressort, est 
difficile à obtenir et susceptible d'erreurs : en effet, il résulte de ce qui a été dit 
plus haut, que le balancier restera en repos, toutes les fois que Uq sera compris 
entre les limites ±f\ on pourrait donc être exposé à faire une erreur comprise 
entre les mêmes limites, dans la détermination de la position d'équilibre. Pour 
s'en affranchir dans la détermination Ae f au moyen de l'une des formules (19), 
on observera que le sens des u étant arbitraire, si Ton procède à de nouvelles 
expériences en changeant le sens des Wot l^s erreurs commises dans l'évaluation 
de la position d'équilibre seront égales et de sens contraire à celles qui avaient 
lieu auparavant ; en sorte que, si l'on combine deux équations de Tune des for- 
mules (19) par voie d'addition, l'équation résultante sera affranchie de l'erreur qui 
peut affecter les valeurs de u^ et u\ relativement à l'évaluation de l'origine de ces 
angles. 

La position moyenne du balancier dans chacune de ses oscillations, est définie 
par la demi-somme des valeurs extrêmes de u : faisant cosX^ = — i dans l'équa- 
tion (11), écrivant w, à la place de u^ et w,^., à la place de w, on en tire 

1, 
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D'ailleurs les formules (i5) donneraient directement, dans le cas de Uq positif, 



1 (il, -h «,) = —/. 

i (il, -f-W,) = -+-/, 

i (il, -h 114) = —/, 



d'où il suit que les résistances considérées ont pour effet de déplacer le point 
milieu des excursions consécutives, de la quantité :±.J : ce déplacement a lieu 
dans le sens opposé au mouvement. 

Si Ton fait t égal à la demi-durée d'une oscillation simple, on a cosX^ = o, et 
d'après l'équation (11) w = ip^ ; cette valeur, comparée à la formule (20), donne, 
dans tous les cas. 

Ainsi, les deux demi-oscillations effectives s'accomplissent dans des temps égaux ; 
mais le milieu ne coïncide pas avec la position d'équilibre, comme dans le cas où 
Ton «égligey! 

En y faisant m = o, l'équation (11) fera connaître le temps t du passage par la 
position d'équilibre. Si Ton suppose y' très-petit par rapport à Wq, l'angle Xt diffé- 
rera peu de l'angle droit, et, en ne considérant que la première oscillation, pour 

laquelle ~ est négatif dans le cas de Uq positif (ce qui conduit à l'emploi des signes 

inférieurs), il vient 

tt. — / 
d'où, aux termes près du troisième ordre, 

2 u, — / 

ou bien 

il en résulte que le balancier n'atteint la position d'équilibre, qu'après un temps 

f T 

postérieur à la demi-durée de l'oscillation, de la quantité _^ -• 
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4. De Vinjluence des impulsions que le balancier reçoit de la roue d'échappement, 
en ayant toujours égard aux résistances des pis^ots. — La disposition du mécanisme 
de l'échappement est telle, que le balancier reçoit de la roue d'échappement un 
choc, toutes les fois que le balancier passe par une position donnée, avec une 
vitesse dirigée dans le même sens, qui est naturellement celui de l'impulsion reçue; 
c'est dire que les oscillations ont lieu alternativement avec et sans choc de la part 
du balancier. Nous ferons abstraction de cette circonstance : que la roue d'échap- 
pement peut encore rester en contact avec le balancier, le mener, comme on dit, 
après le choc. 

IjSl théorie des chocs est fondée sur cette considération : que les actions mutuelles 
développées au contact, dans ces phénomènes, sont très-considérables par rapport 
aux autres forces qui peuvent agir sur les corps, et produisent des variations de 
vitesse, dans un temps cependant assez court, pour que le déplacement prove- 
nant des vitesses acquises avant le choc, puisse être considéré comme nul pendant 
ce même temps. 

L'application que nous ferons de ce principe, consistera à admettre que le 
balancier, étant parvenu dans une certaine position avec une vitesse acquise, re- 
cevra, par l'effet du choc, une variation finie de vitesse, avant d'avoir quitté cette 
position. 

Ceci étant admis, éliminons \t entre les deux équations (i î) et (12), nous aurons 

^ = X«[(«.±/)'-(u±/)']: 

telle est l'expression du carré de la vitesse angulaire que possède le balancier, 
lorsqu'il atteint la position définie par l'angle w. L'effet du choc, eu égard au 
sens dans lequel nous le supposons produit, est d'augmenter d'une certaine quan- 
tité constante la force vive acquise ou le carré de la vitesse; en sorte que la valeur 

nouvelle de — pourra s'écrire 

u désignant une quantité positive que nous considérerons comme très-petite, pour 
rester dans la réalité des faits. 

Nous accentuons les variables, pour distinguer la nouvelle phase du mouve- 
ment, bien que // reste égal à w, en vertu de ce qui a été établi. Or l'équation que 
nous venons d'écrire rentrant dans la forme (2) que nous avons intégrée, son 
intégrale se déduira de l'intégrale de cette dernière, par de simples changements de 
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lettres. On aura donc, après le choc, 

u'±f= (iio ±f) (i -h u) cosX«', 

1 = ?. 

A 

Ces expressions ne différent des équations (i i), (12) et (i3) qu'en ce que u^ ±/ 

du.' 

y est remplacé par [uq ±/) (i -f- u). En vertu de la valeur de jy? les temps du com- 
mencement et de la fin des oscillations répondent bien encore à X/' = in; mais les 
excursions u' au commencement et à la fin de la première oscillation sont, en 
supposant Uq positif, et prenant les signes inférieurs, 

— a, = I/o -f- V (Mo — /) — 2/ ; 

en sorte que Tamplitude de la première oscillation excède celle qui avait lieu avant 
le choc, de la quantité u {uq —f)- La durée des oscillations qui suivent le phéno- 
mène du choc, reste d'ailleurs la même qu'auparavant. 

Il faut cependant remarquer que l'origine du temps correspondante à chacim 
des deux systèmes de formules n'est pas la même; en effet, par le premier sys- 
tème, on a pour déterminer le temps t écoulé au moment du choc 



C'08 X f = 



et, par le second, 

(23) cosXf^ = — î— '^-^^. 

en nous bornant aux signes inférieurs; donc, u' étant égal à m, t' diffère de t. 

U ne sera pas sans intérêt de déterminer la durée effective de l'oscillation durant 
laquelle il se produit un choc. Cette durée se compose du temps t écoulé à l'in- 
stant du choc, et du temps T — /' écoulé depuis le choc, jusqu'à la fin de l'oscilla- 
tion : il s'agit donc de calculer la valeur de T — (^' — ^), t et t* étant déterminés 
par les formules précédentes. 

Ces formules donnent d'abord, à cause de 1/ = w', 

cosXf = (i -I- v) cosXf', 
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d'où 

(a4) cosXt — cosXf'= ucosXf'. 

On a d'ailleurs, par le théorème de Taylor, en s^arrétant aux termes du deuxième 
ordre, 



A» 



d'où 



cos X r = cos > f^ — X sin X {' (t — t') cos X e' ( t — e^)% 



X (/—«') = T-—, r~-7 '^ 



ou bien 



^ cosXr — co%\t' I cos^r'(cos>r — cos'xr')^ 

^' £ =1^ 1 i L 



mettant ici la valeur (^4), il vient, eu égard à celle de X, 
(aS) t' —t = - vcotXt' ( I 4- -^coi'X^'j. 

Soit donc T' la durée effective de l'oscillation pendant laquelle le choc est pro- 
duit, on a 

ou, en mettant la valeur (a3), et négligeant les termes du troisième ordre, 

Cette expression montre que la durée effective de l'oscillation est diminuée ou 
augmentée, suivant que le choc se produit avant ou après le passage par le milieu 
de l'amplitude qui aurait lieu sans la production du choc ; /étant en effet, suivant 
le numéro précédent, la valeur de u qui répond à ce milieu. L'altération est sen- 
siblement proportionnelle à la distance de ce point, à laquelle le choc se produit. 
Quand m' — / est une quantité très-petite du premier ordre, auquel cas sinX^' se 
réduit à l'unité, il vient simplement 

la durée de l'oscillation est alors altérée d'une quantité du deuxième ordre seufe- 
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ment; ce qui revient k dire que le choc, dans cette circonstance, ne modifie pas 
la durée de l'oscillation : aussi les artistes s'efforcent-ils de faire agir la roue 
d'échappement, sur le balancier, à une faible distance de sa position d'équilibre; 
le clioc ayant lieu avant que le balancier atteigne cette position. 

5. Évahions le temps compris entre le choc iniprimé au balancier dans la 
position u = w', et celui qu'il recevra en repassant par la même position, dans 
le cours de la troisième oscillation. Cette question intéresse l'emploi ordinaire des 
chronomètres, dont les battements marquent le commencement et la fin des temps 
indiqués par Tune des aiguilles de l'instrument. Ce n'est pas que les chocs coïn- 
cident exactement avec les battements; ils les précèdent d'un très-court intervalle 
que l'on peut regarder comme étant le même dans deux battements consécutifs. 
I.e choc que nous venons de considérer ne produit pas de bruit perceptible ; mais, 
après ce choc, les dents de la roue d'échappement viennent heurter un obstacle 
qu'on appelle repos. A ce nouveau choc, répond effectivement le bruit du batte- 
ment. L'intervalle de temps, compris entre les deux espèces de choc, dépend de 
la tension du ressort du rouage; il ne peut donc y avoir d'inégalité sensible dans 
les intervalles, lorsque l'on ne considère que deux battements consécutifs; d'ailleurs 
l'inégalité disparaîtrait tout à fait par l'intervention de la/usée^ que la plupart 
des artistes adaptent au rouage de leurs chronomètres. Le temps écoulé entre deux 
chocs consécutifs reçus par le balancier, est donc égal à celui des battements. 

Reprenons notre analyse. Le temps écoulé entre l'instant du choc et la fin de la 
première oscillation est T — t% t' étant déterminé par l'équation (^S); la durée 
de la seconde oscillation qui s'effectue sans choc est T; enfin, soit t" \e temps 
écoulé entre le commencement de la troisième oscillation, et l'instant où le balan- 
cier, atteignant la position w" = w' = w, y reçoit un second choc ; l'intervalle de 
deux battements, étant désigné par T", aura pour expression 

[16 bis) i:"=iT-\-t" — t'', 

c'est la quantité qu'il s'agit d'évaluer. 

Nous avons, par la deuxième équation (22), 

— u, == «0 -j- V (i/o — /) — 2/. 

Comme la seconde oscillation s'effectue sans choc, la deuxième équation (i5) 
est applicable, en y mettant — li^ à la place de — «, : on a alors pour valeur de u, 
au commencement de la troisième oscillation simple, 

u, = //o -+- u [u, -/) - 4/= (c/0 -/) (iH- ^) — 3/. 
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D'après ce qui a été déjà plusieurs fois observé, la formule (i i) se trouve appli- 
cable jusqu'à Tinstant du deuxième choc dans la troisième oscillation, en y faisant 
usage des signes inférieurs : il faut seulement y remplacer Uq par m^- O" ^^iî'si donc, 
en employant des accents ", 

a" — f 

(27) Q,0%\t" = ^ 



(«.-/) (i-hu)-4/ 



Il ne s'agit plus que de tirer t" — V de cette équation, combinée avec Téqua- 
lion (23). Or, en ayant égard à ce que li et iC désignent une même quantité, <jn 
déduit de ces équations 

cosXf'' — cosXi'= — ^ 7--;cosA/', 

ou, en négligeant les termes du troisième ordre, 

rosX^" — cosXf'= ^* ^ ( iH ^^--- — j I cos/^'. 

«0 — / \ "o — / / 

En comparant cette relation à Téquation (24)? on voit qu'elles sont identiques 
pour la forme : en conséquence, il suffira de simples changements de lettres et 
d'accents, pour former, suivant Téquation ( a5) déduite de l'équation ( 24) Ja valeur 
de t' — t" , On aura donc, en négligeant toujours les quantités du troisième ordre, 

T^ «•— /\ '*.— / / \ «0—/ 

mettant — jr—, — i à la place de cot^X^', la dernière parenthèse devient 

2/ if I 



substituantpour cosX ^' sa valeur (i3), et la valeur de ^' — t!' dans réquation(2()è/5;, 
il viendra 

^ ' 17 («0 — /) \ "0 — / «0 — / sin-'Ar / sin>.r 

Cette expression montre que l'intervalle des battements consécutifs n'est point 

influencé par les chocs, lorsque la résistance y des pivots est nulle; elle montre 

encore que, cette résistance n'étant pas nulle, l'intervalle est diminué ou augmenté, 

suivant que le choc a lieu avant ou après le passage par le milieu de l'amplitude 

VII. 3 
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corres[)oncIaiUe à l'absence de chocs, et proportionnellement à la distance anj^u- 
laire à ce milieu. Quand cette distance n*est pas très-petite, Tinfluence du choc est 
représentée par un terme du premier ordre qui dépend de la situation du balan- 
cier et non de l'intensité du choc (*), et par des termes du deuxième ordre où 
figure cette même intensité. 

Quand, au contraire, la distance w' — / est très-petite, la valeur de T" se réduit à 

attendu que sinX^' peut être remplacé par Tunité. La différence T" — aï se réduit 
alors à une quantité du deuxième ordre entièrement indépendante de Tintensité du 
choc. En d'autres termes, on peut, ilans cette circonstance, considérer TintervalU» 
de deux battements consécutifs comme étant égal au double de la durée de Toscil- 
lalion correspondante à l'absence de toute espèce de résistance. 

6. Mouvement du balancier en ayant égard à la résistance de iair et à celle des 
pivots, — Bien que la théorie suivant laquelle la résistance de Tair est proportion- 
nelle au carré de la vitesse, soit plus ou moins contestable, nous l'appliquerons 
néanmoins, à défaut d'autre loi établie d'une manière plus satisfaisante. 

Chacun des éléments superficiels du balancier éprouve une résistance propor- 
tionnelle au carré de sa vitesse ou à r^ - dans le sens opposé au mouvement, 

r étant la distance de cet élément à l'axe : la grandeur de cette résistance dépend 
de la densité de l'air et de l'orientation de l'élément considéré; son moment est 

ainsi proportionnel à r^-y;? et la somme de tous les moments reste proportionnelle 
, du' 

L'équation du mouvement du balancier s'obtiendra donc en ajoutant à / dans 
l'équation (10), n®5, un terme proportionnel à — * En conséquence, nous écrirons 






m « w A 

— tenant toujours lieu de — » et yj désignant un nombre constant que nous con 
sidérerons comme étant une quantité très-petite du premier ordre. 



(*) On reviendra sur cette circonstance à la fin du 11** 12. 
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Afin d'éviter les complications provenant de l'emploi des doubles signes, nous 
les remplacerons provisoirement par le signe -f-, sauf à écrire dans les résultats 
±/et dzYj à la place de^* ety}. Ceci convenu, et, pour simplifier encore, posons 

(/devant recevoir ultérieurement le double signe), d'où 

dx du 

nous aurons d'abord 

>! dx^ 
2V ^ 



1 d^x __ / 



Cette forme ne se prête pas à la séparation des variables nécessaire pour l'inté- 
gration. Pour éviter cet inconvénient, posons 



d'oL 



(3.) 



nous aurons 

dt^ ~ x' dt 

et l'équation qu'il s'agit d'intégrer deviendra 





J = 


^dx' 

dt 




dx 


I 




dt 


X 


d' 


X 


I 



v dt V' 



+ ïvl = *'' 



d'où, en multipliant par dt =:jdx^ 

(32) Y^^^ — ^'dx — ^^ydx = o. 

Or, cette équation est de celles qui se prêtent à la séparation des variables, moyen 
nant une nouvelle transformation qui consiste à faire 

(33) j = wz, 

d'où 

dj = wdz -h zdw 5 
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substituant ces valeurs dans l'équation (Sa), il vient 

TT wdz H- 7- ZfîxK^ — w^ z'^ xdx :- wztix = o. 

Mais w et z n'étant liés à j" que par la seule équation (33), on peut établir entre 
ces quantités une relation arbitraire qui consistera, pour nous, en ce que les 
termes extrêmes de Téquation précédente se réduisent à zéro : nous aurons ainsi 

dz I , 

z 2 

et les termes restants de l'équation proposée donneront 

-- rfiv = w^ z* xdx. 



;' 



1^1 pi'emière s'intègre immédiatement : son intégrale est 

log2 = -r.x, 
d'où 



- rX 



(34) z = e-' ; 

e désignant, suivant l'usage, la base des logarithmes népériens. 
Substituant cette valeur dans la seconde, il vient 

^± = e'^xdx, 

équation où les variables sont entièrement séparées. L'intégrale du premier 
membre est r; -;• Quant au second membre, si nous différentions la fonç- 
tion .re^'', nous aurons 

e'' ' dx -{- r.e'"'^ xdx = d.xc^'' : 

intégrons maintenant chaque terme séparément, ce qui donnera 

i <;*'■' -f- r, / o^'"' xdx =:= xc"^ ''; 
d'où 



1 e^'^ xdx = ; (i — r.x) e^' ''-f- consL: 
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il vient donc, moyennant un changement de signes, 






I I 

COIlSl 
2 



On a d'ailleurs, d'après les relations (33), (34) et (3i), 



I 3' ^j. da:^ 

w^ j' fit- 



substituant la seconde de ces valeurs dans l'équation précédente, on a finalement 

Cette équation fournirait aisément la valeur de dt en fonction de é/x; mais on 
ne pourrait l'intégrer que par les quadratures. En outre, la petitesse de yj serait un 
obstacle dans les applications. Nous aurons donc recours aux développements en 
séries. 

On a d'abord 

2 6 24 

— r^xé^'^ = — fiX — yj'x' n^x^ — ^ îq*x* — . . . , 

2 o 

d'où 

-: (i — Tix) e*'''= X* — -^r/j:' — tï>î'x* — . . . . 

>î' ^ ' >ï' 2 3 8 

Si donc, on comprend le terme— dans la constante, l'équation (35) devient 

I dx^ ^- ' • ' a ' t 4 

7.V di* 2 3 8 

dx 

Soit Xq une valeur de x pour laquelle — est nul, on aura 



0= x\ — ^"^^l — rt ft^'K — • • --hœnst. ^ 



8 



En soustrayant cette équation de la précédente, on éliminera la constante, et si l'on 
multiplie l'équation résultante par ae"'^"', il viendra 
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on, en mettant en évidence le facteur jc^ — x, 



Or, on a 



<^ =i — riX-\ — r,x^ — .... 

2 



Multipliant la seconde parenthèse par ce développement, il viendra 

(36) —^=^(xo—x)\x^-hx'-{--^r;(2xl—XoX—x^)--h — rr(ixl—C}xlx-i-x^,x^^ 



ou encore 



(66 /ils) Y^-7T = («To — Jf-) (xo-f-x)-f- ^ c (Xo—xy {iXo'^x)-\ r/» (jc^,— jr)* (3xo-l-jr)-f-. . .. 

7. L'intégration de Tune ou l'autre de ces expressions exige préalablement la 
réduction du deuxième membre à ses facteurs du premier ou tout au moins du 
second degré; d'ailleurs il est nécessaire de fixer les valeurs réelles de jc qui 
peuvent le rendre nul. Nous effectuerons cette réduction en développant chacun 
des facteurs en séries ordonnées suivant les puissances de yj et négligeant, comme 
dans le polynôme proposé, les termes d'ordre supérieur au second. L'un des fac- 
teurs .r — Xq est déjà connu. 11 reste à obtenir les facteurs du polynôme compris 

entre dans le deuxième membre de l'équation (36). 

Nous diviserons cette recherche en deux parties. 

En premier lieu, nous nous proposerons seulement d'obtenir le terme principal 
et le terme en ri de chacun des facteurs. Les termes du second ordre étant suppri- 
més, la parenthèse se réduit à un polynôme du second degré dont les racines 
s'obtiendraient aisément par la méthode ordinaire : nous suivrons une autre voie. 

Si nous nîettons l'ini des facteurs sous la forme 

il est clair que l'autre facteur aura pour terme principal l'unité; d'autre part, le 
produit du deuxième degré — -^Yiûo'^ ne pouvant provenir que du produit du 

terme .r du premier facteur par — ^ yjx, nous poserons 

(Xo-hx -f-ar) ( I — 3^"^) = x„ -h x -h^ r; (axj — x«a: — x*). 
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Nous devons égaler séparément les termes des deux membres qui sont indépen- 
dants de ïj, et les coefficients de >?, sans avoir égard aux termes en y}^ (jue nous 
négligeons ici : or les premiers fournissent une identité, en vertu de leur déter- 
mination primitive; les seconds fournissent Téquation 



OC—-x(x^-hx) = - (2X1 — -^-O^ — î^*). 



laquelle doit encore être identique pour toute valeur de x. Les termes en x se 
détruisent identiquement, en vertu du choix du facteur i — ^ yj a*, et il reste 



— 1 ' 



Ainsi le polynôme dont nous nous occupons est représenté, aux termes prés du 
deuxième ordre, par le produit 



( 



Xo-hx-h^rixlj (i — ^r.x 



Pour avoir égard actuellement aux quantités du second ordre, nous ajouterons 
le terme a'vj'* au premier facteur. Quant au second facteur et au troisième qu'il 
faudrait ajouter, nous les réunirons en un seul du a* degré, dont le second fac- 
teur sera la partie principale. Pour compléter ce facteur, il faut évidenmient y 
joindre un terme du second ordre jS'yj^ indépendant de x et un terme du même 

ordre en jc^ ; or on aperçoit aisément que ce dernier terme est H yj- x-, puisque 

ce terme multiplié par JC du premier facteur devra reproduire le seul terme du 

troisième degré en x qui est h yj^a'. On aura donc Téquation 



(jTo -f- j:H- |>3a:J-f-a'r3'j ( i — i xx -^ fi' yj* -f- -i- yj 



'x- 



= Xo-\- x-h ^r,(2xl — XqX — X'*) H y/ {'ixi — ^x] x -{- XqX^-^x'^). 

L'identité des termes principaux et des termes du [)remier ordre étant établie 
parce qui précède, nous n'avons à nous occuper que de termes en yj^ Identifiant 
leurs coefficients, il vient 

/î' (xo -^ Jo) -\- -^ (xo + x) x' --^xlx -^ a = \ x]- — xlx -h -^ Xo r* +- -^ ^•' • 
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or, les termes en x^ et en x^ se détruisent identiquement, et il vient, en identifiant 
les termes indépendants de x et ceux qui dépendent de la première puissance de 
cette variable, 

on en tire 

complétant les facteurs à l'aide de ces valeurs, on aura définitivement 

En égalant à zéro le dernier facteur, on trouverait 



xr,= :t±yjlx\r,^ — ?., 
valeurs qui ne pourraient devenir réelles que dans le cas où l'on aurait 



x 

V — 

é 



• - n 



Mais cette relation est évidemment incompatible avec l'hypothèse que y;, ou 
plutôt le produit .ryj, reste assez petit pour qu'on en [)uisse négliger, dans les 
développements, les puissances supérieures à la seconde. Nous admettrons donc 
que les racines du facteur du deuxième degré sont imaginaires. Posant alors 

(38) .ri= — Lro-f- \oc\r,^ - x^rr 

on a 

( 38 b^) ^3 ^ = («^0 — ^ ) (^ - J^i) ^' — 5g J^>'' - 3 ^^ -H -- x' r' ) . 

Les seules valeurs réelles d<* x pour lesquelles la vitesse -r- pourra s'annuler sont 
ainsi o[ q^\ x\. 
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Élevons le facteur du deuxième degré à la puissance » il viendra 

( I — T^ x' r,* — izXY,-^— x'*rA = i-f- -2_ jcj r,' H- ^ r x, 

valeur d'où le terme en .r^ a disparu. Observant que la puissance — i de ce même 
facteur est égale au carré du second membre de l'équation que nous venons 
d'écrire, nous aurons 

(39) . '-' Ji-\--^-xlY,'-h^xyi)^l'dt\ 

8. Moyennant de simples transformations, Téquation précédente sera facile à 
intégrer. 



Posons en effet 



(4o) 



«= - (Xo — X,), 



b = - (xo + X, ) , 



d'où 



(40 



nous aurons 



.r, = b — a ; 



(42) (T.-a;)(x-x,) = [«-(.r-i)][a+(x-i)]=a'-(x-A)'. 

quantité qui doit être essentiellement positive [)Our que -j- reste réel ; en sorte 

que X — b oscillera entre les limites ± a. 

Avant d'aller plus loin, nous formerons les valeurs explicites de a et de 6 au 
moyen de l'expression (38), ce qui donnera 

az= T. [i-h^TX^r^-^- - x\rAt 

Le ternie -«-gXJî qui figure dans l'équation (Sg) peut être remplacé par 
g (jf - A)ïj + i^Yj, et -f-givj par -^xlri". Dès lors, et en vertu de la rela- 

VII. 4 
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lion (4a), réquation (Sq) deviendra 

Or, à cause des limites de x — b que nous venons de fixer, nous pouvons poser 

(44) J^ — 4 = acosy, 

d'où 

5) _.=_a8in9-; 

au inojen de ces valeurs, Téquation précédente devient 

d(^^ (i -h—y t]y,^ -h j:r,avos(f\ =/,*/lt^: 

extrayant la racine sans avoir égard au double signe, et intégrant, il vient 

(46) ^ (' "^ à ^''''J "^ B ^'^^'"? = ^''• 

Nous n'écrivons pas de constante, afin que le temps / soit compté de Tinstant 
où Ton a ç = o, ou bien .r = a -H 6 = x^. Le double signe a été négligé, attendu 
que l'emploi du signe — n'aurait eu d'autre effet que de changer le signe de ç), et 
que ce changement n'affecte pas la valeur de ce en fonction de cette variable. 

lies deux formules (44) et (46) offrent la solution du problème de la détermi- 
nation de X en fonction du temps; d'où celle de l'angle w, moyennant l'application 
des signes convenables devant y^ et rj. Néanmoins, on trouvera sans doute bon 
d'obtenir la valeur de x^ sans être obligé de recourir à l'auxiliaire ç. A cet effet, 
soit 

(47) ii = — ^ 



" ».t 



l'équation (46) pourra s'écrire, en négligeant les termes du troisième ordre, 

(47 bt\^) (f = lit — pr. rtsin^, 

d'où 

I . /* 1 . \ 

a) = A, ^ — -y:a sin ( A| f — pr.a sm y I • 
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Or il suffit de calculer ici sin (À, t — ^rja siny j en tenant compte seulement des 
termes du premier ordre, ce qui permet d'y remplacer y par X| t : on a donc 



sin (lit — rrxasînï j= sinX,^ — ^ ri a sin^j «cos)»i/, 



et, par suite, 



(48) ç = Xj f — - r,asiiï}iit H x'a' sîna X,/. 

Soit, pour abréger, 

y = - r,«siii)., t y,*rt* sinsA*/, 

on aura 



cos 



(f = cos (Xi^ — y) = rosX, Mi y'j -}- y sîn).| 



substituant la valeur de y et changeant les puissances et produits des sinus et 
cosinus en cosinus de multiples; puis, mettant le résultat dans Téquation (44)> 
il vient 

(4q) X = b -{ Yia^ -h a ( I -:/,*«') cosXi/ r.a* cosaX, / H — 7: r,*a' cos3?.if. 

12 \ 9b y * 12 9b 

Les formules (48) et (49) auraient pu être déduites, par voie de comparaison, 
des relations que fournit la Mécanique céleste entre le temps, l'anomalie excen- 
trique et le rayon vecteur, dans le mouvement elliptique. 

On verra dans un instant que les limites de x répondent à X« ^ = iti. Si en 
conséquence on fait successivement X| t nul et égal à n^ dans l'expression précé- 
dente de jo^ on trouve x = b -i-aetx =z b — ay valeurs qui s'accordent avec celles 
de Xq et x^j équations (4i). Au moyen des valeurs de a et 6, la partie constante 
de X est 



I . , / 1 I 



(5o) b-h-^r^u'=—r,xl f^^^^x^rj- 

En différentiant l'équation (/jg), on obtient 
(5i) — = — X,a (i^J^Y^aA sinXt< — ^YiasinaXii -4- ^ /<*«* Sîn3 Xj^ . 

Sous cette forme, on voit que la vitesse s'annule lorsque Ton a X^ ^ = itt, c'est-à- 

4. 
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dire, toutes les fois que l'angle X, t reçoit un accroissement égal à n. Soit T, la durée 
d'une oscillation, on aura 

T. = f . 
Or, la durée de l'oscillation qui a lieu en l'absence de toute résistance est 

on a donc, en vertu de la relation (47)^ 

(5.) T, = T(. + ^.r:r,'). 

Ainsi, le frottement des pivots n'a point encore d'influence sur la durée des 
oscillations, et la résistance de l'air ne la fait varier que de quantités du deuxième 
ordre, qui se réduiraient au quatrième si les amplitudes étaient petites comme dans 
le pendule plan. Dans le cas du pendule, on a également trouvé qu'en négligeant 
les quantités du deuxième ordre, la durée des oscillations est indépendante de la 
résistance de l'air. 

9. Pour l'application des formules précédentes, il est nécessaire de rétablir les 
doubles signes de/^et yj : en vertu des équations (3o) et (38), on a 

x = u dzj, xo — uo ±y. 

^^^^ -ih^uozt 2f± 5 (uo zt / )' yj -4- ^ (//o ±jy n\ 

-* 9 

Les valeurs de a et de b doivent s'écrire actuellement 

(54) L i 9 J 

il vient ensuite 

u ±f=: b -Hacosn, 

(55) r I H I ' 

? [» + ^ K ±/)' "' J =*= g '^« *'"'r = ^' ; 

(56) . + 5j(«.±/).' 

9 = ?.i t zi: -T y;a sin).i t-\ y}* a* sin aij r ; 

' b 72 
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«±/= + J';(«o±/r-^r.'K±:/)»-+-a(^,-^«'««jcosX.. 

(57) qi — r.rt'cos aXj^ 4- -7?/,* â'cos3 /i /, 



du 
dï 



= — ^1 « ( I — TJL'^^ ^] sin Xj / qz t; x a sin 2 X, ^ -f- — /i' «* sin 3 Xi f 1 



Nous rappellerons que les signes supérieurs répondent au cas de — positif, et les 
inférieurs au cas où — est négatif. 

Comme nous l'avons fait plus haut, nous prendrons, pour origine du temps, 
celui qui répond au commencement des oscillations que nous aurons à considérer. 

La condition pour que le mouvement se développe est que x on u puisse varier 
avec le temps : elle exige que a ne soit pas nul ou que [uq ±f) soit différent 
de zéro, puisque la petitesse de yj laisse toujours positive la parenthèse qui mul- 
tiplie (wo — /) dans la valeur de a. Nous la supposerons effectivement remplie. 
Nous admettrons encore que Uq ±J est luie quantité positive dans la première 

oscillation; il s'ensuivra que — sera négatif durant cette oscillation, et les si- 
gnes inférieurs devront être employés : il est clair que, dans la deuxième, on devra 
se servir des signes supérieurs, en employant à la place de Uq la valeur w, de u 
qui a lieu à la tin de la première oscillation . 

Les valeurs de iiy à la fin de chaque oscillation, seront données par les formules 

-f- «, = - ". - 2/- \ («. +/)• r, - i (m, +fY r.\ 

^ 9 

(58) _„. = + „._ a/- I (i„ -jy r, -f- ^ («, ^/) ' «', 

^ 9 

2 A 

4- M* = — M3 — 2/— ^ ('/3 -hjy ri — l (1/3 -h/)' r,\ 

^ 9 



Pour mieux mettre en évidence la loi de la variation des amplitudes, il convient 
de considérer seulement leurs valeurs absolues ; en les désignant par a;, on aura 

a, = ao — 2/— I («0 — /)' ^'-^^ («0 —fV ^^% 
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Sous cette forme, on aperçoit aisément que les amplitudes seront constamment 
réduites, car Tordre de grandeur du dernier terme ne permet pas de comparer son 
influence à celle des second et troisième termes. 

. Bien que la loi de variation des amplitudes soit compliquée, on conçoit néan- 
moins la possibilité d'appliquer les équations précédentes à la détermination de la 
valeur de yj au moyen des amplitudes extrêmes et du nombre qui les sépare, si Ton 
suppose d'ailleurs/ déterminé par l'observation des amplitudes dans le vide. 

Le milieu de chaque oscillation répondra dans tous les cas à -{Ui-+- Ui^^) : la 

série de ces valeurs est 

i (,/, 4- «.) = 4-/4- i (ii„ -jy r, - ^ («, — /)' r.\ 

i («. H- 14.) = — /— i («. 4-/)' r, — I («, -h/Y r,', 

(59) !(„.+„,) = 4./4.^(„._/).r,-^(«.-/)',', 

1 («, 4- «0 = -/- 5 («. +/)* ^ - 1 (". +/)' «'• 



On voit ainsi que le milieu des oscillations se transporte de part et d'autre de la 
position d'équilibre, de quantités qui varient à raison des amplitudes. 

Calculons le temps que le balancier met à accomplir la première moitié de la 
première oscillation : pour cela, nous ferons usage du signe inférieur dans la pre- 
mière équation (55) qui donnera d'abord 

cos cp = 

' a 

En y mettant la valeur de - [uq -f- u^) à la place de w, et celle de b prise avec 
les signes inférieurs, il vient cos y = o (*), d'où (p = -- 



3C —4"" JT 1 

(*) C'est ce que Ton obtiendrait immcdiatemeDt en considérant que -^^ ^ = -(«,-+- «,)dr/; 

ce qui donne, en vertu de Téquation (4o), et en ayant égard au signe inférieur, 



- (tt,-f- a,) — / — ^ = o. 
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Alors la deuxième équation (55) donne, en ayant égard à la valeur de a, 
d'où, en vertu des relations (56), 

, = iT.-i^-(".-/)[-ÎK-/>.]^ 

en sorte que l'influence de la résistance de Tair est d'avancer l'instant du passage 
du balancier par le milieu de sa course. 

Si l'on se propose de déterminer l'instant du passage par la position d'équilibre, 
on aura w = o, d'où 



COS CD = — 



? 



a 



mettant ici les valeurs de ô et a prises avec les signes inférieurs, il vient 

(OS (p = =j — ? 

ou 



'^''''i=-\i^f+W'-'^("^--fy-''\ 



on en tire 

/ 



puis, en vertu des équations (55) et (56), 

il s'ensuit que le balancier met à atteindre sa position d'équilibre, un temps supé- 
rieur à la moitié de la durée d'une oscillation ; c'est l'effet que produit aussi la 
résistance de Tair dans le mouvement du pendule ordinaire. 

10. De V influence du choc produit par V échappementy en ayant égard à la résis- 
tance de l'air et à celle des pivots. — Les considérations exposées dans le n® 4 ne 
seront pas reproduites ici : nous nous bornerons à rappeler que la durée du choc 
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est considérée comme nulle, et que, sans avoir eu le temps de changer de position, 
le balancier a reçu un accroissement de force vive. 

On exprimera cette circonstance en ajoutant une constante positive au second 
membre de Téquation (37). Remarquons d'abord que, si Ton fait abstraction des 
termes du second ordre, cette addition s'obtiendra en multipliant Xq par le 
facteur i -4- u; u désignant une quantité positive et très-petite. 

En effet, les termes principaux se réduisant à jc^ — - x^, on voit que ces termes 
seront simplement augmentés d'une constante, par le fait de l'introduction du fac- 
teur I -h V. Il est d'ailleurs évident que les variations des autres termes, qui en 
seront la suite, se réduiront à des quantités du second ordre et des ordres 
supérieurs. 

Maintenant, nous dirons, sans entrer dans plus de détail, que, pour détruire les 
variations que pourra amener le facteur i -h v dans les termes du second ordre, 
il suffira d'ajouter au second facteur du second membre de l'équation (S^) le 
terme 

— 2.rJ (i -|-L>)* jy;; 

en sorte que l'équation du mouvement après le choc deviendra 

(60) 1 r I . 1 

— 2xJ(i-f--»)*yî'j > — ^•^î(ï-+-^)*^'*— ^^^-+- "^^*^* • 

Ayant reconnu que le changement de jCq en Xq {\ -\- v) se réduit à l'addition 
d'une constante, quand on s'en tient aux termes du premier ordre, il suffit de 
calculer les termes du second ordre dépendants de v et de s'assurer que leurs 
parties variables se détruisent. 

Le dernier facteur ne contenant aucun terme du premier ni du second ordre 
en u, et sa partie principale étant l'unité, ces termes du second ordre en v 
seront fournis par ceux que contient le produit des deux premiers facteurs et 
par les termes du premier ordre en v que contient ce produit, multipliés par le 

seul terme •— ^o:/} du premier ordre qui existe dans le troisième facteur. 

Les termes du second ordre en v contenus dans le produit des deux pre- 
miers facteurs se réduisent à 

Les termes du premier ordre contenus dans ce même produit se réduisent à la 
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constante 



2 x] u ; 



I % 

si donc on multiplie cette quantité par — ^ jr>3, on obtient — ^,rj xy)v, qui dé- 
truit le terme variable du second ordre contenu dans le produit des deux fac- 
teurs : ainsi les termes du second ordre en v se réduisent effectivement à la quan- 



tité constante 



•^0 ^ • 



Ayant obtenu les termes constants en u du premier et du second ordre, qui 
sont contenus dans le produit des deux premiers facteurs, et observant que les 
constantes qui suivent Tunité dans le troisième facteur sont des quantités du 

second ordre ; on en conclut que la constante ajoutée à la valeur de - -j-^ est 
simplement 

ce qui donne, pour Taccroissement du carré de la vitesse angulaire, 

quantité essentiellement positive. 

Distinguons par un accent ' les valeurs que prennent les variables après le choc, 
et posons, pour abréger, en rétablissant dès à présent le double signe devant yj, 

x\ = x^ (i 4-'j), 
-— X, = T^ lii ^ x/r, -h - x^^Y.^ zp 2X//.U: 

l'équation (6o) deviendra 

Si l'on compare cette équation à l'équation (38 bis), on reconnaît qu'elle n'en 
diffère que par l'accentuation des lettres autres que yj et X. L'intégrale de la pre- 
mière pourra donc se déduire de celle de la seconde, moyennant l'accentuation des 
lettres correspondantes. Sans nouveau calcul, on posera 

{62) 

b'='-(x:+a\); 

VII. 5 
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d'où 

x', = b'-+- fl', 

63) ; ,, ; 

x^ = b' — fl , 

et, en ayant égard à la valeur (6i) de x, , 

€i' = -f- x'. f ' =*= ^ -ï^' -I- - ^0*^'* =F ^\f'A^ 
b' = — x'A ± -^a\ri-\-- x\* y,' =p x', rv] : 

on aura dès lors, pour résultat de Tintégration, 

.r' — h' = a'cos^', 
(^^) y (i-h^jVy;'Wgr,«'siiKy = Xf' ou ->' ± g y; ./'siuo' = X, /'. 

Le changement de Xq en x^ ne produit ici dans le coefficient de q?' et dans l'ex- 
pression (52) qu'une erreur du troisième ordre : il en résulte que la durée T| de 
Toscillation n'est point altérée par le choc, ce qui ne veut pas dire que l'oscillation 
dans laquelle le choc se produit, s'accomplisse dans le même temps que si le choc 
n'avait pas eu lieu ; c'est qu'en effet l'origine du temps correspondante aux nou- 
velles intégrales n'est plus la même qu'auparavant. Cette origine est l'époque où 
l'on aurait eu x' = ûc^^ si le mouvement avant le choc eût dépendu des constantes 
qui le règlent après la production du phénomène. 

La valeur de x' en fonction du temps sera donnée» par la formule (49)- En ayant 
égard aux valeurs de b' et a' dans le calcul du terme constant, il viendra 

X' = — Xo \±jx',Y,-h^ x;'y,*qi j'.rj 

(66) / i 

-h «' ( I 7^ y<*a'M cosXj/' qz — a'*r cos^X, t' -+- -^ a'*y.*cos3Xi «'. 

\ 96 ; ^12 96 

Pour compléter ce système d'équations, il est nécessaire de rappeler que Ton a 
également 

(67) x'=u^±f. x:=(i/,±7)(i4-v), 

et que les signes supérieurs et inférieurs doivent être pris suivant que — est 
positif ou négatif. 
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11. Déterminons la durée effective de Toscillation dans laquelle il se produit 
un choc. Cette durée se compose du temps t écoulé au moment du choc, et du 
temps T< — <' compris entre le choc et la fin de Toscillation. Soit T, cette durée 
effective, on a 

(68) r. = T,~(r'-o. 

Supposant toujours œ^ positif, ce qui conduit à employer les signes inférieurs, 
nous avons, par les formules du numéro précédent, 

/ï'coso' = x' — b\ 

(7^) . , , I , . , 

D'autre part, les formules applicables avant le choc sont 

3 9 

acoscj> = jr — i, • 

(7^) -, I 

^ o * 

Les équations (70) et (72) donnent 

X, [t' — i) = çj/' — 'ij^ — - r, (a^sinc^»' — asiiio) : 
or on a 

a'sincy' — asincf = rt(sin(j>'— sincp)-}- [a' — a) sincf'= acosc^»' (cj.' — cf) H- («'— a) sincf', 
en négligeant les temps du second ordre ; il s'ensuit 

(73) X, (t' — t) = il — gr,acosçM (9'— ({') — ^r,{a' — a) s\n<f'. 

Pour obtenir qp' — ç, nous tirons des relations précédentes 

fl'cos(p' — a cosa> = i — i', 

5. 
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attendu que x' = jr par convention ; cette équation prend la forme 

a (cos j' — cosy) = 6 — h' — (a' — n) rose»' ; 

or les équations (69) et (71) donnent 

i - i' = -\r, [x';--^ x\ ) 4- x'^r.v, 

a' — a = x, — x^ — ■^r,(x^^'-x^) 4-.i„'r,u; 

d'où, à cause de jr^ = jro(i -f- u), 



h — b'=-h l^l-^'-^f 



«' — a = .r„v-h^.»-;r.u 



mettant ces valeurs et celle de a dans l'expression de a(cosç/' — cosç^), on en 
tire, en négligeant les quantités du troisième ordre, 

COStp COS5'= V ( l-f- ^-^oT^) COSÇ' ~ XoT, • 

Mais on a, par le théorème de Taylor, 

cosç — ros^' = — sinç' (ç — (p') cosç' (^ — ^'V 't 



d'où 

substituant la valeur de cosy — cosy' qui vient d'être formée, il vient 

, y r/ ^- \ ' ' 1 ' u'cos *' 

'/ — 9 = -r-> (i-h^XoY,) i-os o — - Xo y) H -^— ;- • 

^ sïï*? L \ 3 / ^ J ^ sin^(p 

Il reste encore à transformer, dans l'équation (73), les facteurs de ç)' — y et siny': 
le premier de ces facteurs équivaut à i — ^ JToVjcosy', l'autre est — ? rj^/ju. Au 
moyen de ces valeurs, il \ient 



^1 



('' — = -^—f [i-h ^XoYt] ros i' ~- -■ Xq rj -f- - -!^?- 
^ ' sinip' L\ 3 ! ^ ->. \ -?. sin'(p 
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on 



/, U — t) = - — -, i-f- ô .ToA V cos'f ToA H-- 

^ ' smîf»' L\ 3 -2 / * y. \ 



, cos»' 

— y' — 



puis, en mettant pour cosy' sa valeur approchée aux lermes prés du second ordre, 



/, il' — t) = -, — ; — I y -h ro y] ; — p Tq r, 



1 , r' I 

2 .r. sin' a;' ' 



en ayant égard à la valeur de X,, l'équation (68) donne finalement 

Cette expression, quand on y suppose yj nul, se ramène aisément à celle que 
nous avons obtenue n® 4. Elle montre que la résistance de Tair n'introduit encore 
que des termes du second ordre ; quant à ceux du premier ordre, leur influence a 
été exposée dans le numéro cité : nous n'y reviendrons donc pas. 

12. Calcul du temps écoulé entre deux battements consécutifs j en tenant compte de 
la résistance de Voir et des frottements, — Renvoyant au n° 5 pour ce qui concerne 
les considérations générales, nous rappellerons d'ailleurs que la durée de l'oscilla- 
tion après le choc reste la même qu'auparavant : sa valeur est T| . Le temps écoulé 
entre le choc produit pendant la première oscillation et la fin de celle-ci est T< — t\ 
t' étant calculé suivant les formules du numéro précédent, dans lesquelles x' ou u' 
définissent la position du balancier au moment du choc. I^ durée de la seconde 
oscillation est encore T,, d'après ce qui précède, puisqu'il ne s'y produit pas de 
choc. Soit f' le temps écoulé entre le commencement de la troisième oscillation 
et le moment du second choc reçu par le balancier dans la position x" =ix' ou 
u" = tt'; on aura, en désignant par T*, l'intervalle cherché, 

(74) T=^T,^t"-i'. 

A la fin de la première oscillation, on ^x' =^x\ onu^—f'y mettant dans la 
seconde équation (58) u\ k la place de i/,, il vient, pour la valeur de Wj correspon- 
dante à la fin de la seconde oscillation ou au commencement de la troisième, 

» 

mais on a 

JT^ •=■ t/j — y, 
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attendu que l'on doit prendre le signe — devant/dans la troisième oscillation 
mettant, pour plus de facilité, o-^-h/à la place de ù^ , il vient 

X, =— x; — 4/— I (x', -f- 2/)*r, _ ix'.'y,'; 

substituant pour -— x\ sa valeur (6i) prise avec les signes inférieurs, on a 

X, = y, - 4/- I [(x, + 2/)« -h x;*] r. - i « » _ x'/) y.» + 2 x'/ rj ; 



pu 



IS 



^t=J^'.— 4/— t-'V (1 — 24 — |x,rMr, -f--x/r.*-h 2X.*xu, 



OU 



(75) X, = x.— 4/— |j:o'^'-^—'-^o'^''-+- ax/y/j-f- 3x;/y,. 

Cette quantité servira au calcul de t" au moyen des formules (71) et (7a) modi- 
fiées en y mettant x^ à la place- de jr©? ^^ distinguant les nouvelles valeurs des con- 
stantes, ainsi que celles des variables, par deux accents : ces formules deviendront 

a = Xj — - x| y. -f- - xj f? , 

(76) \ l 

3 9 

a"cos(p" = x'' — i^ 

Par leur combinaison avec les équations (69) et (70) du numéro précédent, on 
trouvera 

et celle-ci, en négligeant les quantités du troisième ordre, se changera en la sui- 
vante, qui est analogue à l'équation (73), 

(78) h(t" — l') = ii—^ç^na^cosA (a>" — ç')— iy, (a" — a')sinf. 
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Nous avons d'ailleurs, à cause de x'' = jc', 

a" coscf " — a' cos^' = i' — b" : 

on peut écrire cette équation comme il suit : 

(79) a" (cos(p' — cosç'') = {a" — a') cosç' -+- b" — b' . 

Formons actuellement les valeurs de a" — a' et b" — b\ nous aurons 

a"—a'=: X, — X,— ^ (jc! — ^0 J'^— -^o^^' 

puis, en vertu de la valeur (76) de x^^ 

a" - «' = - 4/- f ^? A 4- y <r/+ I .// r:« + x'^ r.. , 

b"—y= -\ .r\nf- - a'/ y;* + x'/ y;u. 

3 9 " 

Substituant ces valeurs et celle de a" dans Féquation (79), on aura 

coso) — cos(p"= cosqp — -»/ x„ y;'-}- Jr^r>u. 

On a, aux termes près du second ordre, 

multipliant le numérateur du facteur de cosç»' par -r ( i -+- 4 4^ + -^^^'o 'î ) » '^ vient 



cos 



9' — cos(p"= ( — 4 4 — |x> — y/yj-*- 5.x'.*y/*— «6— , -f- x>u j costf' 



L'angle 9" — ç)' va se déduire de cette valeur, au moyen de la relation 

„ , cos©' — cos®" I coso' . f „., 

^ ^ sin<p' 2 sin*(j> ^ ' ' 
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on a ici 

substituant cette valeur et celle de (C0S9' — C0S9"), il vient 

^" _ ç' = _ ^ r» y „ + 5 0,' • ^,' _ .,'^,„ + (4 / + 1 ., ' y, + ^/„ _ 4 a-/ /,^ 4- 16 C, 

-x..vjcosçJ-8^^(^,+5/. + -.r. .-). 

Mettant (i — sin'^^'jcosç' à la place de cos'^p', on a 



— X ^rM\ cos 



Substituons maintenant dans Téquation (78) les valeurs de a!' —- a! limitées aux 
termes du premier ordre, et celle que prend a*, en y supprimant les termes de 
cet ordre, nous aurons 

/., [l" _,')=(,_ ^; .r> cos 9') (9" - "/) + i (/„ 4- 3 y.' r.') sin '/. 

Or, si Ton sépare le produit — -T.ry>3 cosqp'(ç)" — ç)'), ce produit donnera le terme 

âl/^ -+- ô-r'^,- yj*! (-7-77 — siny'j; d'où deux nouveaux termes dont le second 

détruit exactement le dernier terme de la valeur de X, (^" — /') : en sorte que celle-ci 
se réduit à 



II s'ensuit 



- ) x\ rÀ cos A - 8 S2i!; (/:_ + ;/, + 1 .r- „») . 
4 * / • J sin> \j^,- 3-^ 9 / 
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a simph^ment 

(8.) V = , T (.+ ^^ „>')- ^ [(/ -H 1...) (a 'il^^+i „..)-! «....} 

Si l'on suppose que le choc reçu dans la position u' se réduise à zéro, la 
valeur (8o) de f, conserve encore des termes du premier ordre qui sembleraient 
au premier abord devoir ne pas exister, puisqu'on a vu plus haut que la durée 
des oscillations n'est point altérée par les frottements f et que la résistance de 
l'air ne produit que des termes du second ordre. Cette contradiction apparente 
est facile à expliquer. En clfet, T', est le temps compris entre deux retours par 
une position donnée «', séparés par une oscillation entière. Si u' est quelconque, 
on conçoit qu'en vertu de la résistance de l'air et des frottements, le balancier ne 
repassera pas par cette position exactement après le temps -aT; mais u' étant arbi- 
traire, dès que u est nul, on peut le choisir tel que la valeur de T'j (équation 8o) 
se réduise à son premier terme; il suffit, pour cela, que l'on prenne 

relation que l'on obtient en égalant à zéro la parenthèse du second terme. La 
durée des deux oscillations peut en effet être définie au moyen du passage du 
balancier par cette position u\ 

Nous ne nous attacherons pas à rechercher la valeur de w' qui rendrait T*, égal 
à a T. Cette valeur, dépendant de u^, fj y) et u, ne serait utile que si Ton pouvait 
compter sur la constance de ces quantités; or, à l'exception de yj, il est certain 
qu'elles varient à la longue. 

En réalité l'influence de u ne s'exerce que dans les termes du second ordre. 
Cette remarque est importante ; en effet, le balancier est soumis à deux autres 
actions qui peuvent être assimilées à des chocs, mais incompamblement moins forts 
que celui produit par la roue d'échappement : le balancier touche deux fois, dans 
la période T'j, le levier destiné à mettre en jeu la roue d'échappement et à sus- 
pendre le mouvement de cette roue. Nous croyons donc, eu égard à la remarque 
précédente, et en considérant la petitesse des actions dont il s'agit, pouvoir nous 
dispenser d'en tenir compte; ce qui d'ailleurs exigerait d'entrer dans les détails 
spéciaux aux différents modes adoptés par les artistes pour produire l'échappement. 

Nous reprendrons plus loin la discussion de l'équation (8o). 

13. Variation de la force vive du balancier produite par le choc de la roue d'é- 
chappement. — Nous avons fait comprendre (n** 9) la possibilité d'obtenir les 
valeurs numériques dey et de yj correspondantes à un balancier, et à des tempe- 
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rature et pression données, au moyen de Tobservation des amplitudes dans le 
vide et dans Tair. Il convient, pour achever la détermination des quantités que 
nous avons considérées comme très-petites, d'effectuer celle de v. Alors chacune 
des quantités qui figurent dans l'expression du temps compris entre fleux batte- 
ments consécutifs, aura acquis une signification précise. 

A cet effet, nous présenterons ici la théorie du choc de deux corps tournant au- 
tour d'axes parallèles. 

Pour fixer les idées, et nous rapprocher des conditions qui se présentent dans 
l'échappement des chronomètres ; ayant choisi le sens positif de la vitesse angu- 
laire relativement à l'un des corps, nous prendrons pour sens positif de la rota- 
tion de l'autre corps le sens opposé au précédent. La théorie s'appliquera plus faci- 
lement au choc dans les engrenages cylindriques, puisqu'on aura de cette manière 
le moyen de conserver aux vitesses angulaires le même signe pour les deux corps. 

Soient donc 

fj) et Cl)' les vitesses angulaires des deux corps ainsi définies; 

M et M' leurs masses ; 

MI* et M' r* leurs moments d'inertie autour de leurs axes de rotation respectifs. 

A l'instant quelconque t de la durée du choc. M' exerce sur M des actions 
dont la résultante R, projetée sur un plan perpendiculaire aux axes de rotation, 
est F. Désignons le moment de cette résultante autour de l'axe de M par Fa ; 
a désignant {Jig. i) la distance de cet axe au plan mené par la normale commune 
aux points de contact, parallèlement au même axe. En vertu de l'égalité et de Top- 
position du sens des actions et réactions, M exerce sur M' des forces dont la résul- 
tante est égale et opposée à R, et qui donne lieu à un moment Fa' autour de l'axe 
de M' ; a' ayant relativement à M' la signification de a relativement à M. 

Du sens adopté pour les vitesses, il résulte que le moment Fa' est de signe 
opposé à celui de Fa. 

En observant que les autres forces qui peuvent solliciter les deux corps sont né- 
gligeables pendant le choc vis-à-vis des forces F, les équations du mouvement des 
deux corps sont 

M'r'^=— Fa'; 
dt 

d'où, en éliminant F et posant, pour abréger, 

[a) — = A, _^ = A- 

6. 
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Ton déduit 

A rfco -h A'r/o)' = o. 

Soient w^^ et (ùq les vitesses angulaires à Tinstant où le choc commence, il vient en 
intégrant 

(b) A(a) — o^o)4-A'(w' — oi'J^o (♦). 

Pour achever de déterminer les valeurs de co et w' relîitives à la fin du choc, il 
est nécessaire de former une nouvelle équation qui nous sera fournie par la consi- 
dération de l'élasticité. 

Cas des corps parfaitement élastiques. — La parfaite élasticité d'un corps consiste 
dans la propriété qu'il possède de reprendre sa figure primitive, lorsque les causes 
qui l'avaient modifiée ont cessé d'agir. Telle est du moins la définition que l'on en 
donne ordinairement. Si l'on fait abstraction des vibrations qui subsistent après 
que les causes modificatrices de la figure ont cessé d'agir, on peut s'en tenir à la 
définition précédente. Ceci posé, évaluons le travail moléculaire développé pen- 
dant le phénomène du choc. Ce travail se compose de deux parties : Tune due aux 
actions mutuelles entre les molécules n'appartenant pas à un même corps, l'autre 
aux actions développées entre les molécules faisant partie d'un même corps. 

Le travail moléculaire développé entre les molécules appartenant à deux corps 
distincts est nul relativement à l'intervalle compris entre deux situations où les 
forces moléculaires sont insensibles, quelle qu'ait été d'ailleurs leur intensité dans 
cet intervalle ; puisque les actions mutuelles sont des fonctions des distances des 
molécules. Comme, d'autre part, les répulsions des corps parfaitement élastiques 
ont pour effet d'opérer finalement leur séparation après le choc, le travail dont 
il s'agit se réduit effectivement à zéro. Quant au travail moléculaire développé 
entre les molécules faisant partie d'un même corps, il est également nul dès que 
le corps a repris sa figure primitive. I^ somme des travaux dus aux actions 
mutuelles pendant le phénomène du choc se réduisant ainsi à zéro, l'équation 
des forces vives appliquées au système des deux corps devient, en vertu des rela- 
tions {a)y 

(c) Aa (fo"- — roi) -+- ^^'^»' (/^^'* — ^'>?) = o- 

Transposons les seconds termes des équations (h) et fc), et divisons ensuite? 



( ) Dans cette intégration, on a fait abstraction du déplacement des corp, conformément à Tusage 
en cette matière : autrement on n'aurait pas pu considérer A et A' comme constants, puisqu'on vertu 
des équations {a) ces quantités varient avec a et a'. 
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Ajoutant et retranchant le produit (Aa' -4- A'a) Wo aux deux membres de la 
prtMuière de ces équations, nous aurons 

(Aa'-h A'a) (w-f- ^o) = 2 Aa'v)^ -h A'(a'a)'^-|- awj, 
(Aa'-f- A'a) (w — wj = A'(a'w^ — awj^ 



d'où, en multipliant, 

(m) (Aa'-h A'a)' (o>' — 0)^) =-+- A'fa'fA'w'.-h Aw^) -h w,(Aa'4- A'a)j (a^./,- ar,ij; 

cette équation servira à calculer Taccroissement de la force vive du corps M. On 
obtiendra, pour le corps M', une équation pareille, au moyen d'un simple trans- 
port d'accents : 

(//) (Aa'+ A'a)'(r^"— '^'.') = — A [a(A'w;+ Aw,) + w'. ( Aa'+ A'a)] (a'w',— ao,„). 

■ 

Multipliant ces équations (m) et {n) la première par Aa, la deuxième par A'a', et 
ajoutant; il vient, après suppression du facteur commun Aa' ■+- A'a, 

(Aa' 4- A'a) [Aa (w' — «î) -h A'a' (o'« — «'.«)] = — AA' (a'o/,— aroj». 

On a donc finalement, pour variation de la somme des forces vives des deux 
corps, 

(o) lMPK_a,;)4-iM'l'Ma>"-a.'.')=-i^-J^(a'o.'.-a...)'. 

Cette variation est, comme on le voit, une véritable perte, laquelle est proportion- 
nelle au carré de la vitesse relative des points de contact avant le choc, estimée 
suivant la projection de la normale commune sur le plan perpendiculaire aux 
axes (*). 



(*) L'exj)ression (o) fournit explicitement la valeur de la perte de force \i\c ep fonction des vitesses 
«• et «,; mais il existe une autre expression connue sous le nom de théorème de Carnoty que nous 
allons démontrer en passant. 

Mettons les expressions (X) sous la forme 

A (w — Wo) = — A' (w' — w',), 
aw = a' w'. 

En les multipliant membre à membre, il vient 

A a (w'— ww.) = — A' a' ( w'^ — w' «.. ) ; 
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Choc des corps solides de nature quelconque, — Les organes des machines sont 
formés de substances qui ne sont ni parfaitement élastiques ni entièrement dépour- 
vues d'élasticité ; il importe donc d'obtenir des formules qui représentent les effets 
du choc, quelle que soit la nature des corps entre lesquels il s'exerce. Considérant 
toujours le *cas des corps tournants autour d'axes parallèles, nous nous pro- 
poserons d'obtenir des résultats qui conviennent à la fois aux deux cas extrêmes 
que nous avons envisagés précédemment, et les représentent individuellement, 
lorsqu'on attribuera des valeurs limites à une certaine variable. De cette ma- 
nière, si l'on attribue à cette même variable une valeur convenable entre les 
limites précédentes, les mêmes formules représenteront les effets du choc de 
deux corps choisis arbitrairement. Cette variable, que l'expérience seule pourra" 
faire connaître, servira ainsi à représenter les propriétés élastiques d'un système 
de deux corps, au point de vue du phénomène du choc. 

!Nous avons vu que la perte de force vive, dans le cas des corps dépourvus 
d'élasticité, est égale à la valeur absolue du second membre de l'équation (o); 
elle est nulle dans le cas des corps parfaitement élastiques. On aura donc, quels que 
soient les corps en présence, 

[p) Aa(.^'-«:)+A'a'K'_o,'/)=-^-4^Ja'e,/.-ar^,)'sm'x, 

pourvu que l'angle -^ soit convenablement déterminé. En faisant sin^;^ nul, on a 
la formule qui convient aux corps parfaitement élastiques ; en prenant sin*;^ = 1 , 
on retombe sur la formule établie pour les corps dépourvus d'élasticité. 

11 suffit de joindre à l'équation précédente la relation [h\ pour être en mesurer 
de déterminer généralement w et w'. 

Soient, pour abréger, 

fj) — ojq = :j, w' — tù\ -= z' \ 



or 



w' w! I 



2 2 2^ 

substituant cette valeur et une autre pareille pour w'' — w' w'^ , puis les moments d'inertie à la place 
des quantités A a, A' a'; il vient 

iMP(w»— «;)-f- -M'r»(w" — w'/) =_iMP(« — «0)'— -M'P(w'— w'.)^ 

La perte de force vive est donc égale a la somme des forces vives dues aux vitesses angulaires gagnées 
ou perdues. c. q. f d. 
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d'où 

fi) -f- Wo = î* ^0 ■^~ ^5 Ci)'-f- (*>\ = 2 w', -i- z' : 

les équations (p) et [b) deviendront 

A / . *\ . k/ / / ' f . n\ AA'(a'w'„ — awo)' . , 

Aa (awo « 4- 2*) 4- A' a' (20), z' 4- 2'*) = . \ ' .. sin* x, 

A a "T~ A a 

Az4- k' z' = o. 
Éliminant z' entre ces équations, il vient aisément 



Â^' "" ^ Aa' 



w, — auo 2 /*'^o — 2l<"o\* • } 

V-+-A'a Â^=="" \Â?+^Â^j ^'" ^^' 
d'où 



a' w'. — a w« 



mais cos;(, n'étant déterminé ici que par sin;^, emporte avec lui le double signe, 
ce qui réduit la parenthèse du second membre de cette expression à a cos^ - / : on 
a donc, en vertu des relations précédentes, 



r^ — ^'h = 4- 2 A -— — — — COS* - X, 



. Aa'-+-A'a 2 

/ , . a' w'p — ao). 2 I 

fi) — w. = — 2 A 7 -7- cos^ - y 

Aa'-i-A'a 2^ 



d 



Ces expressions sont ambiguës, puisqu'à sin;^ répondent deux angles supplémen- 
taires; d'où deux valeurs distinctes et complémentaires de l'angle -;^. Pour lever 
l'ambiguïté, considérons le cas des corps parfaitement élastiques, pour lesquels on 
a sin;^ = o : si l'on prenait ;^ = 180®, il viendrait cos*-;( = o, et l'on aurait 

o = coo, Cl)' = Wq : or cette solution n'est évidemment admissible qu'autant que 
la vitesse relative a'co'o ^ ^^o serait elle-même nulle; il faut donc prendre / = o. 
Nous en conclurons que l'angle "^ doit être pris égal à l'angle aigu correspondant 
à sin* / : quant au signe, il est évidemment indifférent. 

Les équations [q) nous donnent, pour expression de la vitesse relative, 

(r) a Cl) — a' w' = (a' co'^ — a ro^) cos x- 

Nous aurions pu former à priori cette relation en partant des équations [d) 
et {k) correspondantes respectivement aux deux cas extrêmes que nous avons 
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traités; en la combinant avec Téquation [b) nous aurions obtenu plus rapidement 
les relations (ç), et cela sans rencontrer d'ambiguïté. Mais il nous a paru préfé- 
rable de rattacher Tangle ;( à la notion de la force vive perdue dans le choc. 

L'équation (r) montre que la vitesse relative après le choc ne sera effectivement 
nulle, ou que les deux corps ne resteront en contact, que si Ton a cos;(= o, 
c'est-à-dire dans le cas des corps absolument dépourvus d'élasticité. Dans tout 
autre cas, les corps se sépareront après le choc : nous verrons plus loin comment 
il faut interpréter certain fait admis par les horlogers et qui paraîtrait au premier 
abord infirmer notre conclusion. 

A l'aide des équations (9), on formera aisément les vaUurs de w -h o)o, o)' -h w'o; 

cj' — r«)J et 0)'* — g/^,^ : ces dernières étant multipliées respectivement par - Aa 

et - A' a', on aura pour expressions de la variation de force vive de chacun des 
corps 



(^) 



-A'a'('x)"— 'ri;«) = 



2 A 



a 6jj — aw 



A a' 



a 2 '^ V *» Aa'-f- A'a 2^) 



-2A'a' ""--""- 



, A cos' - y w„ — 

Aa' -h A'a 2 '^- ^ • 



Aa' -H A' a 



'- Acos« -xj 



Ces équations, étant ajoutées, reproduiraient d'ailleurs l'équation (/?), d'où l'on 
est parti. 

Sans prétendre désigner les expériences qui seraient le plus propres à la déter- 
mination de l'angle y^, nous indiquerons cependant celle qui consisterait à mettre 
en présence deux pendules à axes parallèles. Ces appareils devraient avoir leurs 
centres d'oscillation au même niveau, et présenter, à ce niveau, deux proémi- 
nences destinées à recevoir l'action du choc. La perte de force vive dépendant de 
la vitesse relative a'w'^, — awo, et non des vitesses absolues des points de con- 
tact, il suffirait d'écarter l'un des pendules de la verticale, pour produire le choc. 
Avant mesuré les forces vives initiales et finales, et les moments d'inertie, comme 
dans les expériences faites avec le pendule balistique, on se servirait de l'équa- 
tion {p) pour obtenir la valeur de sin*;r. La discussion des valeurs obtenues dans 
des conditions variées contribuerait sans doute à l'avancement de la mécanique 
moléculaire. 

• 

Faisons application de la première équation {s) aux balanciers de chronomètre. 
Nous avons trouvé (n® 10) que l'accroissement du carré de la vitesse angulaire pro- 
duit par le choc de la roue d'échappement est ï} jcl{2v -hv^); ce qui donne, pour 

accroissement de la force vive, AaX* xj (u H — y* )• égalant cette expression avec 

vir. 7 
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le second membre de la première équation {s)j on obtient 



^ ^ 2 Vj-I Aa'-f-A'a 2 '^ \ ° Aa'-t-A'a 2 '^ 

Telle est l'équation qui fera connaître v en fonction de «o et cj'^,, quand Tangle ;^ 
relatif au balancier et à la roue d'échappement sera connu. Nous re^iendrons 
plus loin sur la détermination de Wq et w'^. 

14. Des phénomènes qui suivent le choc de deux corps tournant autour d'ares 
parallèles. — Considérons plus spécialement le cas où, comme dans les roues d'en- 
grenage, le contact peut se produire dans un plan sensiblement perpendiculaire 
au plan des axes, et où, dès lors, la vitesse relative ao — a' o)' est perpendiculaire à 
ce plan ; nous supposerons encore, pour plus de simplicité, que le lieu des points 
de contact soit à peu près rectiligne dans l'étendue que nous pouvons avoir à con- 
sidérer. 

Soient, au bout du temps t compté depuis le choc : P la force qui sollicite le 
corps M; Vp son moment autour de l'axe de rotation de ce corps; w la vitesse 
angulaire; P', V p' et w' les mêmes choses relativement à M'; on aura 



dt ' ^ dt ' 



si l'on fait, pour abréger, 



' ^/ 



\\ = YP — ZJL 

A A' 



ces équations donneront 

# 

ar/ci) — a'rfc«)'= Urf/. 
Soit, d'autre part, U< la valeur de U à l'origine du temps, d'où 



"="- (^), 



t-\- ,.., 



il viendra, en substituant dans l'équation précédente et intégrant, 

aw — a'ci)'= (a'w',— a ro J cos x -f- U, f -^ -• (-7- ) ''-+•• • • » 

équation où la valeur de la constante est déterminée par la relation (r). 
Soient actuellement 

^5 = a w dt^ dà' z= di' (J dt 
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les chemins élémentaires décrits par les points des deux corps qui étaient au con- 
tact à Torigine du temps ; ces relations combinées avec la précédente donneront, 
après mie nouvelle intégration, 

5 — s'= (a' h\— awj cosy . / ■+■ " ^i ' "+- g \di) ^ "^ ' ' ' ' 

en sorte que s — ^ sera la différence des chemins parcourus depuis le choc. 

Observons que le corps M' étant censé suivre le corps M, et / étant un angle 
toujours aigu, comme il a été dit plus haut, le premier terme de la valeur de 
a« — a'w', ou le coefficient de t dans l'expression de ^ — ^, est une quantité posi- 
tive, qui ne s'annulerait que dans le cas où les corps seraient entièrement dépour- 
vus d'élasticité. Examinons ce qui se passe dans les instants qui suivent le choc, 
en limitant d'abord le temps t au cas où l'on puisse négliger le terme en t^ dans 
le développement de ^ — y. Après un temps t suffisamment petit, le terme en /* 
sera lui-même sans influence sur le signe de ^ — /, et cette quantité sera positive ; 
c'est-à-dire que les deux corps se sépareront conformément à ce que nous avons 
déjà trouvé. Dans les instants suivants, la variation de 5 — ^ dépendra du signe de 
la fonction U| : si cette quantité est positive, les deux corps se sépareront de plus 

en plus; mais, si elle est négative, ce qui arrivera quand -^excédera -—> la dif- 

férence s — s\ après avoir pris un certain accroissement, diminuera jusqu'à s'an- 
nuler : alors les deux corps se rencontreront de nouveau et donneront lieu à un 
second choc, séparé du premier par l'intervalle 



a' w. — aoi), 



/ = 2 ^-i COSY. 

U, ^ 

La vitesse relative que posséderont les points de contact à cet instant, s'ob- 
tiendra en mettant cette valeur de t dans l'expression de aw — a'w' privée du 
terme en t^\ ce qui donnera, moyennant un changement de signe, 

a'co' — aci)= (a'w', — ac«)o)cosx« 

Telle est la vitesse relative avec laquelle le corps M' viendra de nouveau cho- 
quer le corps M. Comme on le voit, elle est plus faible que celle qui avait lieu lors 
du premier choc, dans le rapport de cos/ à l'unité. En vertu de la relation (r), on 
trouvera que la vitesse relative, après ce second choc, sera réduite à 

(a'o/, — aa)o)cos*x. 
Si donc le contact pouvait continuer à se produire sur la même ligne, ce second 
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choc serait suivi d'une série d'autres chocs, dans lesquels les vitesses relatives avant 
et après le choc se déduiraient de celles qui se rapportent au premier, en les multi- 
pliant par les puissances successives de cos;^ : les intervalles compris entre ces 
chocs successifs s'obtiendraient également en multipliant la valeur précédente de t 
par les puissances de cos/, mais en remplaçant chaque fois le dénominateur U< 
par la valeur correspondante à chacun des chocs. Les intervalles t finiraient par 
être tellement petits que les deux corps paraîtraient ne plus se séparer. 

Mais, indépendamment des hvpothèses sur lesquelles reposent les résultats qui 
viennent d'être présentés, il ne faut pas perdre de vue celle qui sert de fondement 
à la théorie du choc, à savoir que les forces P et P' sont négligeables vis-à-vis des 
réactions^ développées au contact ; or il est clair que la diminution rapide des 
vitesses relatives donnera lieu à des réactions qui cesseront de satisfaire à cette 
hypothèse, en sorte que la continuité du contact s'établira entre les deux corps 
bien plus rapidement qu'il ne résulterait de la théorie précédente. 

Si maintenant on suppose l'intensité du premier choc très-faible, et que la va- 
leur de U| ne soit pas elle-même très-petite, l'intervalle t sera très-faible, et il ré- 
sulte des explications qui viennent d'être données, que les deux corps paraîtix)nt 
continuer de se toucher après le premier choc. 

Appliquons ces considérations au choc du balancier par la roue d'échappement. 
Nous observerons que les matières qui entrent dans la confection de ces organes 
ne peuvent pas être considérées comme entièrement dépourvues d'élasticité; 
yi^ sera donc notablement différent de 90®, ou cos;^ notablement différent de 
zéro. D'un autre côté, la quantité u étant par hypothèse très-petite, le^ facteur 
a'w'o — awo doit, suivant la relation (82), être du même ordre que v : le produit 

(a'co'j,— aci)o)cos/ est donc une quantité très-petite. Le terme -~- est sensible- 

ment constant, d'après le mode effectif de transmission de la force motrice ; 

p D yt EL 

mais le terme ~- a pour expression t - ^^ nous avons déjà dit que la valeur 

A. A. 

de w, correspondante à la position du balancier à l'instant du choc, est une 
quantité très-petite; ce terme est donc sans importance vis-à-vis du précédent. 
Il s'ensuit que la valeur de t est une quantité très-petite et proportionnelle à la 
vitesse relative a'wg — aw© à l'instant où commence le choc. Si cette vitesse relative 
est extrêmement faible, la roue d'échappement continue de presser le balancier, 
le mène, comme disent les artistes. Si la vitesse relative est plus grande, la roue d'é- 
chappement doit, après le choc, se séparer un instant du balancier, pour se préci- 
piter sur la palette et y produire un ou plusieurs chocs successivement moins in 
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tenses les uns que les autres, jusqu a ce que la palette ait échappé à l'action de la 
roue. 

La série donnée plus haut comme expression de la valeur de j — / est encore 
assez approximativement exacte, lorsque le temps t atteint la limite où le balancier 
et la roue d'échappement cessent d'être en prise; car cette valeur de t n'est tou- 
jours qu'une assez faible fraction de la durée des oscillations. Si donc la quantité 
s — s' pouvait rester positive jusqu'à cette limite, il ne se produirait pas de 

Vp , V* p' 

nouveau choc. Or on a vu que le terme -^ est négligeable par rapport à -—^ 

en sorte que le développement Ae s — s' se compose d'un premier terme positif, du 

\ V p' 
terme -7- t^ et de termes d'ordres supérieurs : si Ton veut que t atteigne la plus 

grande valeur possible dans les limites ci-dessus, sans que le développement s'an- 

V p' a' 

nule, il est clair que le facteur ~- ou rp-p^ P' p' doit être le plus petit possible, 

et cela, quel que soit le reste de la série, puisque ce facteur n'y figure plus. 

En d'autres termes, si l'on veut qu'un nouveau choc ne vienne pas succéder 
au premier, et éviter ainsi que la roue d'échappement ne mène le balancier, il faut 
réduire le plus possible le moment Y p' de la force motrice transmise à la roue 
d'échappement, ou le rayon de la circonférence passant par les extrémités des 
dents de cette roue, ou enfin augmenter son moment d'inertie. Comme il est néan- 
moins nécessaire que l'accroissement de force vive communiqué au balancier 
acquière une certaine valeur déterminée, on atteindrait ce but en augmentant au 
besoin la chute de la roue d'échappement. 

Nous ne nous étendrons pas davantage sur un sujet que nous avons voulu seule- 
ment effleurer en passant ; notre intention était de montrer comment le choc du 
balancier peut être accompagné ou suivi d'une nouvelle action de la roue d'échap- 
pement, dans laquelle celle-ci mène le balancier, et comment on pourrait parvenir 
à l'éviter. Il resterait alors à examiner si le résultat ainsi obtenu ne présenterait pas 
quelques inconvénients à d'autres points de vue. 

15. Détermination des valeurs de ûJq et w'^. — Ijà, valeur de w^ n'est autre 

que celle de — > que fournit l'équation (36 bis)y particularisée en y mettant x' à 

la place de jr, en continuant de distinguer par un accent la valeur de x corres- 
pondante à la position dans laquelle le balancier reçoit le choc de la roue d'é- 
chappement. Nous devons rappeler que, Xq étant supposé positif, yj ety qui figurent 
dans X doivent être pris avec le signe — durant la première oscillation. 

Pour simplifier et rester dans les conditions de la pratique, nous supposerons 
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que .r' soit un petit angle; nous aurons alors 



Cl) 



; = À» LrJ — x'*— ^(x;— 2Xo.r') (2X0 +x')r, 4- ^ J-Jy.' 



ou 



co 



; = i« x; ^ i — I Xo 1^ 4- I x>.* -f x'r. — ^ j : 



on en tire, en substituant à Xsa valeur en fonction de X^ 

(83) «0 = iiXo (1 — :5:Xor, -f- -xjr<*-f- -x'y; — -^ ), 

\ 6 9 9. 7. .r^ I 

équation où Ton a X< = =-> x^ = «0 —- /» x' = w' —J. 

On a pris ici le signe positif en extrayant la racine, parce que Xo a été lui-même 
considéré comme positif dans tous nos calculs. 

La vitesse de rotation w^ de la roue d'échappement, à Tinstant du choc, est 
due à l'action d'une force constante P' agissant à Textrémité d'un rayon p' ; c'est 
la force du ressort moteur amoindrie par les engrenages qui séparent la roue 
d'échappement et le barillet. (On fait ici abstraction du mouvement communiqué 
aux autres parties du rouage.) Même lorsque le chronomètre ne serait pas pourvu 
d'une fusée, on pourrait encore considérer la force P' comme constante entre 
deux battements consécutifs. Eu égard au sens de P', l'équation du mouvement de 
la roue d'échappement est 

di ^ ' 

d'où l'on tire, pour la vitesse acquise au bout du temps ^, 



= — ^ f ' 
MT' • 



soit Ç' l'angle décrit par la roue d'échappement depuis l'origine du mouvement, 
on a 

ce qui donne pour l'angle décrit au bout du temps /, 

M' r^ 2 
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On déduit de ces expressions, en y éliminant i^ 



M'I"" 



relation qu'on aurait encore obtenue en portant la valeur de dt en fonction de 
r/w' dans la relation rfÇ' = ^' dt^ et intégrant. 

La valeur de w' à l'instant du choc a été désignée plus haut par w'^ ; soit t le temps 
pendant lequel a été décrit Tangle Ç', nous aurons donc 



(84) 



C = 



• P>' .. 



a M'I 



'l'i 



Étant données les quantités P', p\ Ç', a, a' et la quantité y(^ relative aux propriétés 
élastiques du balancier et de la roue d'échappement, les équations précédentes 
jointes à l'équation (83) fourniront ce qui est nécessaire pour effectuer la détermi- 
nation de u, au moyen de la relation (8a). 

16. Détermination du régime permanent du mouvement des chronomètres. — On 
a vu que l'intervalle de deux battements consécutifs ne diffère du double de la 
durée de l'oscillation simple T, que de quantités du second ordre, quand l'angle 
u' —y est très-petit. Ces quantités variant particulièrement avec les amplitudes et 
avec l'intensité du choc qui dépend elle-même des amplitudes, on pourrait craindre 
que ces variations ne produisissent des erreurs sensibles dans la supputation d'un 
temps comprenant un grand nombre de battements consécutifs. Il est facile de 
s'assurer que, dans les conditions de température constante que nous avons 
admises, ces erreurs n'auront pas lieu, tant que la pression atmosphérique et le 
coefficient/ ne varieront pas eux-mêmes et que le chronomètre sera pourvu d'une 
fusée qui assure la constance de l'action du ressort sur la roue d'échappement. 

Supposons donc que ces conditions soient remplies (*) : lorsqu'on naettra le 
chronomètre en mouvement, au moyen d'une vive secousse produite en faisant 
tourner sa boîte autour d'un axe à peu près parallèle à celui du balancier, les am- 
plitudes seront assez grandes d'abord et diminueront graduellement, à cause du 



(*) Si le temps à évaluer atteint un ou deux mois, les variations de la pression atmosphérique pro- 
duiront des variations déjà très-faibles et qui se compenseront en grande partie; si d*un autre côté 
les huiles ne sont pas trop âgéesy ni le chrodomètre en trop mauvais état, le coefficient f ne variera 
pas d^une façon notable pendant un tel laps de temps. 
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frottement et de la résistance de Tair, jusqu'au moment où le travail dû à ces ré- 
sistances pourra être exactement compensé par la force vive restituée au balancier 
dans le choc de la roue d'échappement. S'il arrivait au contraire que TampUtude 
initiale fut trop faible, les chocs produits compenseraient et au delà le travail des 
résistances, et les amplitudes croîtraient progressivement, jusqu'à ce que la com-. 
pensation entre le travail résistant et la force vive restituée fût parfaite. Dans Tun 
et l'autre cas, après un nombre convenable de battements, le chronomètre finira 
par acquérir un régime permanent, dans lequel les amplitudes ne varieront plus 
qu'avec les résistances. C'est cet état que nous allons déterminer. 

En premier lieu, et pour simplifier, nous supposerons connus l'angle Ç' de chute 
de la roue d'échappement, la valeur t£ que prend la variable u à l'instant du choc 
et les distances a' et a; nous indiquerons ensuite comment on pourra combiner 
les résultats obtenus, avec les relations propres à fixer les valeurs de S', n' ^ a' et a. 

Mettons dans l'équation (75) à la place de x\^ sa valeur jtq (i -i- i»), nous 
aurons 

(86) Xi = x\ -f- Xo -v — 4/— I JC> 4- — oc\^^— -^x\r:j-\- '^x,, fr,. 

Xq g\.X2 sont ici les valeurs de Uq —/et de u.^ —fs elles représentent les ampli- 
tudes qui ont lieu au commencement de deux oscillations durant lesquelles le ba- 
lancier reçoit un choc, séparées par une oscillation dans laquelle il ne se produit 
pas de choc. Le régime permanent étant supposé établi, deux valeurs consécutives 
de u' seront égales, comme le supposent les calculs qui ont conduit à l'équa- 
tion ( 75) ; ou devra avoir aussi Xj =: Xq : dès lors x^ désignera la valeur de .r qui 
a lieu au commencement du régime permanent. Cette équation de condition jointe 
à la précédente donnent, pour déterminer u en fonction de x^^ 

x^\i—'^x^r\yj = \ (/-h^J^Iy; — -JT^r,* — |.ro/rj ; 

on en tire 

posant 

(88) {'.) = x4^\t\t. -t- 2/' + I x;/r,, 



il vient 



•2. JC\ ^ ' 
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Egalant celte valeur avec celle fournie par l'équation (8a) dans laquelle nous ré- 
tablirons les moments d'inertie MP, M' T* respectivement à la place de Aa et A' a', 
nous aurons 






- MP -1- ^ xM'l" \ -MP-i-iM'I" * ' 

a a . \ a a 

La quantité w'^ étant censée connue parla seconde expression (85), il faut sub- 
stituer pour Wo sa valeur (83). Nous poserons à cet effet 

(9^) (i) = I — ^Jr^r.-h-.rlr,^-^ - x'r, ^: 

d'où résultera 

"^ =(0-^o- 



w^ 



observant d'ailleurs que la fonction (a) étant du premier ordre de petitesse, on 
peut remplacer X^ par ).J dans l'équation (89) et, posant encore 

A = -7 cos - y, 

(91) a a' 

u = — T^^ u'= -, ; 

^ 2 A, ' 2 2 a 

lequation (89) deviendra 

d'où 

/ X I a' w' I a' ( 2 ) 

(92) ^o=7TT-7r — 



(1) a X, (i) a fA 4-fA'(ijJ^« 

En partant des données admises, cette équation, jointe aux équations (88) et 
(90), fera aisément connaître la valeur de jTq ; car, si l'on néglige les termes du 

a' « 

premier ordre, la valeur de jTq se réduira à - .— ? conformément à l'hypothèse faite 

a A| 

(n® 15) sur la petitesse de x' : substituant cette valeur approchée dans les fonc- 
tions (i) et (a), l'équation (92) fournirait une valeur plus exacte de Xq. Au moyen 
d'une nouvelle substitution, on arriverait à tenir compte des termes du second" 
ordre. 

VII. 8 
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On remarquera que la valeur approchée de Xq obtenue en négligeant les termes 
du premier et du second ordre, répond à la condition d'un simple contact du 
balancier et de la roue d'échappement. Il n'est donc pas étonnant qu'elle soit 
indépendante de l'élasticité des corps ; mais le second terme de x^ n'apporte, dans 
tous les cas, qu'une modification très-petite à la valeur primitive; ce qui doit être, 
puisque les effets du choc sont eux-mêmes très-petits par h3^othèse. 

Ayant obtenu jr^, l'équation (87) fera connaître v. 

17. Passons actuellement à la seconde partie du problème, ou à la recherche 
des relations entre les quantités considérées précédemment comme données, et la 
quantité Xq que nous venons de déterminer. 

Soient {/ig- a), dans le plan mené par les extrémités des dents de la roue 
d'échappement, perpendiculairement aux axes de cette roue et du balancier : 

C le centre du balancier ; 

C celui de la roue d'échappement; 

Bb le plan destiné à recevoir l'action du choc, ou la surface extérieure de 

la palette du balancier; p = BC la distance de C au plan BA; B' l'extrémité de la 

dent de la roue d'échappement, qui doit venir choquer le plan Bb; p' = B'C le 
rayon du cercle décrit par le point B' ; 

D = CC' la distance des axes ou des centres C et C; EC la direction de p 
quand le balancier passe par sa position d'équilibre ; 

€ l'angle de EC avec D, mesuré dans le sens opposé au mouvement de rotation 
autour de C ; 

7, l'angle de p avec D, à l'instant où la roue d'échappement est dégagée, me- 
suré dans le même sens que £ ; 

y\ l'angle de p' avec D à ce même instant, et mesuré dans le sens opposé au 
mouvement de rotation autour de C. 

Les angles e, y< et y\ sont donnés par construction . 

Soient {/ig. 3), à l'instant du choc, y et y' les angles de p et p' avec D, mesurés 
dans le même sens que les précédents. 

On se rappelle que a et a' désignent les distances des axes C et C à la normale 
R' N menée par le point de contact ; on a dès lors 

(93) a' = p'sin{7 + /). 

Projetons successivement le contour CBB'C sur la droite Bb et sur la direction 
BC qui est perpendiculaire à cette dernière ; puis égalons les projections à celles 



.1 
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de la droite D qui ferme le contour; nous aurons les relations 

Dsin7= â-hp'8in(7H-7'); 
D cosy =: p -h p'cos (y -h 7'). 

D'un autre côté, Tangle variable u étant décrit par une droite quelconque prise 
dans le plan perpendiculaire à Taxe du balancier, et liée à cet organe, nous choi- 
sirons ici pour cette droite la droite p, et nous rappellerons que Uq est pris positif 

dans la première oscillation. Ceci posé, soit w, la valeur de m à l'instant où la 
roue d'échappement est dégagée, u' désignant toujours celle qui répond à l'instant 
du choc; on aura 

7i— e = ii,, 
7 — e = w' • 
d'où 

y — y\ = «' — "1 • 

L'angle y^ — y' est identique avec celui que nous avons désigné par Ç' : dési- 
gnons par I l'angle w< — w', ou soient 

(95) l =M, — «'; 

on déduit de ces relations 

7 = 7« — ?> 
7 + / = 7» + 7. — ^ — i'- 

Mettons ces valeurs dans les équations (gS) et (94)7 nous en tirerons 

a'^-hp'sin (7, 4-7',- ?-?'). 
a = — p' sin (7, -f- y— 'i — l') + li sin (7, — |), 

(96) p =— p'cos (7, 4- i — i - ?') -t- Dcos (7, — ï), 

dont les deux premières donnent par division 

, . a _ D sin (7, — %) 

^^^' a'-p'sin(7,H-y,-?-ï') 

Maintenant, si l'on observe que y, — |' = 7' est l'angle que fait p' avec la ligne 
des centres à l'instant du choc, et que dans la pratique cet angle est très-petit, le 
rapport des sinus de l'expression précédente diffère peu de l'unité ; on obtient 

8. 
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ainsi pour valeur approchée de -, la quantité — j-^j valeur qui sera rigoureuse 

quand le point de contact sera sur la ligne des centres. 

Nous donnerons bientôt le moyen de déterminer Ç, du moins approximati- 
vement; ce qui permettra d'appliquer la formule (97) en y négligeant seulement 
Ç' et Terreur dont | peut être affecté. 

Soit, pour abréger, 

(98 ) 7f = 7i -^ /.— $' = 71 + 7'. 

on a, en développant l'équation (96), 

(99) (D cosy, — p' cos 7,) cosÇ -h (D siny, — p' siny, ) sin | — /: = o ; 

posant encore 

Kcos^= Dcosy, — p'cosyj, I ,, , , ^^ 
K sm ((/ = D sin y, — p sm yt, ) 

il vient 



(101) cos($ — ^P)=-^ ou iangi($ — '>) =di y/^ 



— P 



équations qui feront connaître l'angle Ç — tj^ au signe près, en négligeant dans une 
première approximation le petit angle Ç' qui est inconnu (*). 

L'angle Ç est positif en vertu de l'équation (95) et de la signification des quan- 
tités Uf et u\ Cette considération ne suffit pas pour distinguer entre les racines, si 
elles sont toutes deux positives. 

(*) Voici une autre solution : on tire de Téquation (99), à l'aide des relations (100), 

K cos 'h ( cos= - ç — sin* - ç ) -|- 31 K sinJ/ sin - ; cos - c — p = o ; 



11 \ 
ou 



1 K sin rp db v K* — p' 
tanc - H = ^ ; 

^2^ KcOSr^-l-p 

les deux racines de cette équation seront de signe contraire ou de niôine signe, suivant que 
K'cos'^^ — p- sera positif ou négatif. Cette solution peut dispenser de Temploi des auxiliaires K 
et -^ , puisqu*en remettant leurs valeurs , il vient 

1 ^ D sin 7, — p' siii 7, ± \/D^-hp'' — '>Dp' cos (7, — 7,) — p^ 
tang — ç = ■ 1 L ! — 1—1 L . 

2 DC0S7, — p'cos72-|-p 
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Géométriquement, le point B' doit rencontrer en deux points la droite Bb pro- 
longée, s'il est nécessaire ; or la première rencontre est la seule qui soit a consi- 
dérer. Dans celle-ci u' prend une valeur algébriquement plus grande que dans la 
seconde, ce qui rend § plus petit. Il faudra donc admettre la moindre valeur po- 
sitive de |. 

Ayant ainsi obtenu une valeur approximative de Ç en négligeant Ç', on pourra 

calculer le rapport —, au moyen de l'expression (97) et au même degré d'approxi- 

a 

mation, comofe il a été dit plus haut. 

Il est nécessaire actuellement de calculer le temps t pendant lequel sont décrits 
les angles Ç et §', l'un par le balancier, l'autre par la roue d'échappement. Afin 
d'éviter la confusion que présenterait l'emploi de la lettre a affectée antérieurement 
à un autre usage, nous consignerons dans la note ci-dessous la démonstration de 
formules nécessaires au calcul dont il s'agit : cela nous évitera d'ailleurs une 
interruption (*j. 

Les formules suivantes sont extraites de cette note. Ou n'y a conservé que les 

signes inférieurs correspondants à x^ positif ou y- négatif; en outre, on y a sup- 
primé, pour abréger, le dernier terme calculé de la valeur de Ç, terme qu'on réta- 



(*) Note concernant le calcul du temps compris entre le dégagement de la roue tT échappement 

et le choc reçu par le balancier, 

m 

Divers moyens peuvent être employés pour effectuer ce calcul; nous nous bornerons à exposer 
celui qui nous paraît le mieux convenir au but spécial que nous avons en vue. 

Comme les positions du balancier correspondantes au dégagement et* au choc sont plus voisines de 
sa position moyenne que des limites de ses excursions, nous rattacherons les positions qui nous inté- 
ressent à celle occupée par le balancier à Finstant milieu de sa première oscillation simple. Commençons 
donc par déterminer cette position. 

A cet instant, on a r = - T, et >, / = -• Cette valeur étant mise dans l'équation (49) > oï^ », en 

désignant par x, la valeur correspondante de j:, 

, î 

i 6 

Dans cette équation et les suivantes, le double signe de n n'est pas rétabli ; on en tiendra compte 
à la un du calcul. 

Différentions plusieurs fois Téquation (5i) par rapport au temps, et faisons ensuite >, ^ = - dans 
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blirait au besoin, en y prenant les signes inférieurs. £n6n, w, — //' a été remplacé 



les résultats; nous aurons 



/dxX 



9 



a 



2 

M'A ,. 4 



Désignant toujours par t' la valeur de t correspondante à u' ou x', et par ti celle corres|M)ndante 
à «i ou j-,, et posant I iïout abréger, 



t' = /' — -T., r, = r. — -T„ 

2 2 



nous aurons, par le théorème de Taylor, 

/du\ , ï /d'u\ „ I /d'u\ „ I fd*u\ ,. 

a s 3 3 



2 a t a 

On en déduit par soustraction, et mettant en facteur commun t' — t, ou mieux son égal t' — /^,, 

•■-"-=(''-'4(î).-3(^°),"'^"'^5(^r).K'-'''.-'n 

â a a 

a 

Or les dérivées de u sont égales à celles de x : substituons donc les valeurs précédentes de ces der 
nières et la valeur (43) de a, rétablissons partout les doubles signes devant » et posons 

Ç = ± X J!-o » H xj n' ±: g >., X, >j ( I ± ^ x, u J (t' -h T, ) 
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par Ç [équation (gS)]. Voici ces formules : 

2 2 

Mettons cette valeur de t dans les équations (84) et (85), nous aurons 



Vp' ç 

w. = 



•~ M'i")i,x,(i + i;)' 



on en déduit 



(.o4) é. = 4' ^' -^ ^) 

et 

. .. ,__ I py r 



Si maintenant on tire de l'équation (9^) la valeur du rapport -7> on aura, 
en substituant la valeur (io4), 

d'où, en vertu de Téquation (97), 



D sin(7,— Ç) . 2 5' , ^v ^ (2) 



('''7) ï p. sin(7.-h7'.-Ç-r)"^(i) Ç ^'"^^^ (OMf*-^f*'(0^o] 



= o. 



nous aurons 

tt, — a' = 'X, j'. (i -f- Ç) (r' — r,); 



d'où l'on déduit 



tf I — II' 

r' — r,=: • 



>.j:,(i-I-Ï) 



Nous dirons dans le texte du Mémoire comment on appliquera ces formules dans le cas particu 
lier qui nous intéresse. 
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Voici maintenant comment cette équation servira à résoudre la question pro- 
posée. 

Prem ière approximation . 

Négligeant le dernier terme de Téquation (107) et réduisant les quantités i H- Ç 
et (1) a l'unité, cette équation ne contiendra plus que les deux inconnues ^ et |'; 
en la joignant à Téquation (96), qui n'en contient pas d'autre, on aura ce qui est 
nécessaire pour déterminer ces deux inconnues. 

On résoudra ces équations comme il suit : faisant une hypothèse sur ^' ; pre- 
nant, par exemple, ^ égal à y,, on calculera la valeur de ^ au moyen des équa- 
tions (98), (100) et (loi), qui tiennent lieu de l'équation (96) ; puis on substituera 
ces valeurs dans l'équation (107) réduite comme il vient d'être dit. Une nouvelle 
hypothèse servira à corriger l'erreur laissée par la première. 

La valeur de — sera égale à la somme des deux derniers termes du premier 

membre de l'équation (107) quand elle sera satisfaite. La valeur de xl s'obtiendra 
au moyen de l'équation (io5), en y négligeant Ç et en prenant X à la place de X,. 
Celle de t s'obtiendra de même à l'aide de l'équation (io3). Enfin l'équation (lo/J) 
donnera 

(«08) ^ = ,,X,|(. + C): 

quantité dont on aura besoin dans la deuxième approximation et que Ton calcu- 
lera ici en négligeant Ç. 

Il est à remarquer que les valeurs de Ç, Ç' et -7» fournies par cette solution 

approchée, dépendent uniquement des quantités D, p, p', 7, et y,, ou des données 
géométriques relatives à l'échappement : ce seront donc des quantités constantes 
pour un système donné d'échappement (*). 

Si l'on substitue dans l'équation (io5), à la place de XJ, la valeur -— fournie 



{*) On s'étonnera peut-être que, dans le régime permanent, le lieu de la rencontre du balancier 
j)ar la roue d*échappement , défini par les angles Ç et Ç', soit indépendant de la force motrice P' 
transmise par le rouage. Voici comment on pourra s'en rendre compte. Supposons que le chrono- 
mètre étant parvenu à son état de régime permanent, et le choc se produisant dans une certaine po- 
sition du balancier, on vienne à augmenter subitement l'action de la force motrice; il est clair que 
le mouvement de la roue d'échappement s'accélérera et que le choc aura lieu avant le passage du 
balancier par la position où il se produisait antérieurement. On aperçoit aisément que l'intensité du 
choc sera plus grande malgré la diminution de la chute : dés lors l'amplitude des oscillations se 
trouvera augmentée. 11 en résultera que le balancier prendra une vitesse plus grande dans les posi- 
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par les équations (5) et (47)? »tix termes près du second ordre, on aura à ce 
degré d'approximation 



, __ j_ MP F^ S' 



ou, en vertu de la valeur approximative de — que donne 1 équation (io6), 



( \ ' — i' MP py g _ a;^ MP p>' , 



Eu égard à ce que les quantités ^, Ç', — sont sensiblement constantes, la relation 

précédente fournit cet énoncé : 

Dans le mouvement d*un chronomètre parvenu au régime permanent, les ampli- 
tudes sont proportionnelles à la racine carrée du moment d'inertie du balancier 
et du moment de la force motrice qui sollicite la roue d'échappement; elles sont 
en raison inverse de la racine carrée du moment d'inertie de cette même roue et 
du moment de la force du ressort spiral. Ce résultat approximatif est indépen- 
dant des propriétés élastiques du balancier et de la roue d'échappement. 

Deuxième approximation. 

On vient d'obtenir les valeurs approchées de ç, £', —^ x©, t et ^? en négli- 
geant les termes du premier ordre de petitesse. Pour tenir compte actuellement 
de ces termes, et accidentellement, de termes du second ordre, il faut effectuer les 
calcids suivants. 

On aura X, par la formule 

(l.o) >..= i(,_^x:r,'i 

déduite de l'équation (47)- 
On devra calculer ensuite t^ en fonction de «,, dont la valeur est 

(m) i/, = y,— e: 

à cet effet, les formules (44) et (47 bis) jointes aux équations (4^)» ^ y mettant 

dons voisines de sa position d'équilibre. Le choc suivant se produira donc un peu plus tard, ou 
dans une position du balancier plus voisine de celle correspondante au choc dans le régime per- 
manent. On comprend ainsi qu^après une suite d'oscillations, le balancier prendra un nouveau régime, 
dans lequel néanmoins la position primitive de cet organe à l'instant du choc se trouvera rétablie. 
La considération d'une diminution de la force motrice conduirait au même résultat. 

VII. q 
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le signe — devant ri y attendu que les doubles signes ne sont pas rétablis dans 
ces formules, donnent 

Ut — /— 5^0 (.roTj ^ i^l^'J 

ros 9, = ■ ; , 

(lia) ^.1 I"--^.^o>3-f--.r„>îM 

^1 = ^ ?i — g J^o >î h — i To ri j sin ç, 

(l'angle fi doit être pris ici avec le signe -h, ou, plus exactement, tel que sou 
sinus soit positif). 

Connaissant tt on aura 

(ll3) /'=^l-|-T5 

on a d'ailleurs, équations (56), 



puis ensuite 

(ii5) r, = <,— ^T,, r'=r,H-T; 

ce qui permettra dé calculer la fonction Ç au moyen de la troisième équation (109). 
On a, suivant l'équation (gS), 

(116) U^=zUt—^, 

d'où 

(117) X'=tt,— /— Ç. 

Cette valeur permettra de calculer la série (i) au moyen de la formule (90). On 
aura les quantiés A:, jx et |x' par les formules (91). 

On pourra dès lors tenir compte du dernier terme de l'équation (107) négligé 
dans la première approximation. Cette équation, jointe k l'équation (96) ou aux 
équations (98), (100) et (loi) qui en tiennent lieu, servira à déterminer de non- 

velles valeurs de Ç, Ç' et -7? comme il a été dit. Ensuite, les équations (io3), (io5) 

I 

et (108) fourniront aussi des valeurs plus approchées de t, Xq et y" 

Les résultats ainsi obtenus ne seront plus en erreur que de quantités du second 
ordre. Si on voulait poursuivre les approximations jusqu'aux termes de cet 
ordre, il faudrait reprendre les calculs de la deuxième approximation en partant 
des résultats précédents. 
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Nous ferons observer que la convergence de nos approximations repose prin- 
cipalement sur le degré de petitesse de la fonction Ç (102). Or le degré de peti- 
tesse du dernier terme de cette fonction pourrait seul présenter quelque incer- 
titude. Pour se convaincre que ce terme est petit, il suffit de se rappeler que les 
deux phases de Téchappement ont lieu à des intervalles T| et t' du milieu de Toscil- 
lation, qui sont généralement faibles. 

Ayant obtenu Xq , l'amplitude effective des oscillations dans le régime perma- 
nent est donnée par la formule 

(118) ' 1/0=^0-+-/, 

et Féquation (87) fait connaître la valeur constante de u, qui a lieu dans ce même 
état. 

Si Ton se proposait de calculer le nombre des battements après lesquels le 
régime permanent devrait s'établir, en partant d une amplitude positive et don- 
née X o ; voici la série des calculs qu'il faudrait effectuer : 

1*^ Calculer X, au moyen de X et Xo, équation (i 10) ; 

2*" Tirer les valeurs de ^ et ^' des équations (io3 bis) et (96) combinées, en 
négligeant d'abord Ç et en tenant compte ensuite de sa valeur, au moyen des for- 
mules (110) à (11 5) jointes à (io3) et (102); 

3** Calculer les quantités oj^, x', Wo? "7' ^ ^^ ^2 respectivement à l'aide des 

a 

formules (85), (117), (83), (97), (8a) (') et (86) (**). 

Puis on recommencerait les mêmes calculs, en mettant la valeur trouvée x^ à 
la place de Xq, et ainsi de suite, jusqu'à ce qu'on parvînt à un résultat constant. 
Le nombre des calculs de ce genre qu'il faudrait ainsi effectuer serait égal au 
nombre des battements qui doivent précéder l'établissement du régime permanent. 
Le résultat obtenu s'identifierait avec la valeur de Xq, que fournirait le calcul 
direct de ce régime. 

Personne assurément ne songera à effectuer les calculs que nous venons d'in- 
diquer; néanmoins il nous a paru convenable de présenter ces indications en 
quelques lignes, afin de rappeler comment se produisent les modifications gra- 
duelles du mouvement d'un chronomètre, et quelles sont les relations principales 
qui les déterminent. 



MP M' T' 
(*) 11 faudrait y remplacer les quantités A et A' par — et — p— 

a a 

(**) Nous ferons remarquer qu'aucune des équations précédentes n^mplique Temploi de Téqua- 

tion (87) relative au régime permanent. 

9- 
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18. Des effets de l'épaississement des huiles, — Nous avons fait voir (n** 12) que 
les altérations produites dans Tintervalle des battements consécutifs d'un chro- 
nomètre se réduisent à des quantités du second ordre de petitesse, lorsque le 
balancier reçoit l'impulsion de la roue d'échappement, dans une position très-peu 
distante de sa position d'équilibre ; et que si l'intervalle de ces deux positions n'est 
pas un petit angle, les altérations dont il s'agit s'élèveront au premier ordre. 

Tant que l'échappement reste possible, les huiles qui lubrifient les pivots du 
balancier ne peuvent donc produire à elles seules de changement dans la durée 
des battements : cette durée ne peut être sensiblement altérée, qu'autant que 
l'angle dont nous venons de parler acquiert une grandeur sensible. Dans cette 
circonstance, l'épaississement des huiles produit un double effet : d'iuie part, les 
résistances du balancier vont en croissant; d'autre part, les résistances des pivots 
des pièces du rouage augmentent aussi et déterminent une diminution dans l'in- 
tensité du moment P'/?' delà force transmise à la roue d'échappement. Examinons 
quels peuvent être les effets de cette dernière variation. 

Dans le numéro précédent, nous avons montré comment on parviendrait à dé- 
terminer l'amplitude Uq du régime permanent, au moyen des éléments constitutifs 
du balancier, des données géométriques de l'échappement et du moment de la 
force P' produite par le ressort moteur et transmise à la roue d'échappement. En 
même temps que l'on détermine «o» o" obtient la quantité v qui représente l'effet 
du choc, et l'angle w' dont le balancier est écarté de sa position d'équilibre à 
l'instant du choc. 

En négligeant les très-petits termes, nous avons trouvé que la quantité Xq ou 
ifo —y varie comme la racine carrée du moment de la force P', tandis que l'angle | 
ne varie pas. Il résulte de l'équation (117) que l'angle a:' ou «' —y reste pareille- 
ment constant. L'équation (87) montre d'ailleurs que la quantité v varie avec a© 
ou avec P'. Mais il est remarquable que cette quantité v ne produise que des 
effets du second ordre [voir équation (80)]; en sorte que la variation dans l'in- 
tensité du choc, due à l'épaississement des huiles, reste sans effet. Lorsque 
langle u' acquiert une valeur sensible, il donne lieu au terme du premier ordre 
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et à des termes du second ordre que nous n'écrivons pas. Ce terme dépend du 
frottement f et de la résistance de l'air. Le facteur u' —f étant constant à des 
termes près du premier ordre, nous pouvons le considérer ici comme tel, et il 
n'en résultera, dans le terme que nous envisageons, que des erreurs du second 
ordre. Nous avions effectivement démontré (n° 12) que si l'angle w' — y est très- 
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petit, toutes les altérations qui peuvent affecter la durée des battements se réduisent 
à des termes du second ordre; mais nous n*avions pas fait voir encore que cet 
angle ne varie pas. Actuellement que la démonstration est faite avec le degré 
d'exactitude nécessaire, nous pouvons regarder Ténoncé précédent comme s'ap- 
pliquant au régime permanent de tout chronomètre dans lequel l'artiste aura 
réussi une première fois à rendre très-petit Tangle dont il s'agit. 

Considérons le cas où le facteur 1/ —y ne serait pas extrêmement faible, nous 
ferons remarquer qu'il ne sera cependant pas assez grand relativement à jcq ou 
Uq — yj pour que la valeur de siny' diffère sensiblement de l'unité; alors les foc- 
teurs variables du terme dont nous nous occupons se réduiront à la somme 



Iji partie ^15 qui dépend de la résistance de l'air affectera la marche du chro- 

nomètre d'une manière sensiblement constante : le terme ; — ^^— f-, aura, au con- 

traire, une influence, qui variera avec l'état des huiles, sans compensation des 
effets partiels. En effet, d'une part, f croît avec l'épaississement de l'huile qui 
lubrifle les pivots du balancier; d'autre part, le carré (wq ^ JY diminue propor- 
tionnellement au moment de la force P', ou lorsque l'épaississement des huiles du 
rouage augmente : ainsi les variations du numérateur et du dénominateur con- 

courent à l'accroissement du facteur jr^- L'épaississement des huiles a donc 

pour effet d'accélérer la marche du chronomètre, lorsque l'angle u' --/est positif 
ou quand le choc du balancier précède le miheu de l'oscillation simple, et de la 
réduire dans le cas contraire. 

Faudrait-il attribuer à l'influence de l'angle u' — y le fait généralement observé 
que la marche des chronomètres s'accélère avec le temps? L'usage bien connu 
des horlogers, de produire le choc avant que le balancier passe par sa position 
d'équilibre, tendrait à confirmer cette présomption. Quant au degré de petitesse 
de u\ les artistes n'ont aucun moyen de l'observer, et l'on a vu que la valeur ap- 
prochée de ^, d'où il dépend, résulte de la combinaison des deux équations (96) 
et (107) dont la deniière réduite à son plus grand degré de simplicité reste 
néanmoins transcendante; il n'est donc pas certain que la valeur de l'angle u' 
réalisée dans le plus grand nombre des chronomètres soit aussi petite que les 
artistes ont pu se le figurer. 

11 serait intéressant de faire l'application des équations (96) et (107), jointes 
à (1 1 1) et (i 16), pour en déduire les valeurs approximatives de w' que l'on peut 
rencontrer dans la pratique. 
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Au reste, on pourrait faire subir une épreuve très-simple à Thypothèse que nous 
nous sommes permise, concernant le rôle de Tangle u! dans le phénomène de Tac- 
célération de la marche des chronomètres avec le temps, hypothèse qui attribue 

Taltération de la durée des battements à un terme proportionnel à — ^^r/ quand 

II' n'est pas nul. Cette épreuve consisterait à observer la marche et Tamplitude du 
balancier d'un chronomètre (*) dont l'épaississement des huiles aurait produit son 
effet ordinaire; puis on nettoierait partiellement le rouage, de manière à restituer 
à Taction de la force motrice la moitié environ de ce qu'elle avait perdu, et cela 
sans modifier Tétat des huiles du balancier ; on observerait de nouveau la marche 
et l'amplitude : enfin on achèverait le nettoyage du rouage en en renouvelant les 
huiles, mais toujours sans modifier l'état du balancier, et Ton observerait encore 
la marche et Tamplitude. Ces trois observations, dans lesquelles y^ n'aurait pas 
varié, permettraient de vérifier si les variations dans la durée des battements 
suivent la raison inverse du carré de l'amplitude. 

Si l'accélération de la marche du chronomètre pouvait persister quand vC est 
nul, ou que dans le cas contraire elle ne suivît pas la loi précédente, il faudrait 
en rechercher la cause dans les circonstances que nous aurons omises, telles que 
l'action de la roue d'échappement après la production du choc, etc., ou dans une 
loi de la résistance de l'air différente de celle que nous avons admise. 

Quoi qu'il en soit, la nécessité que l'angle w' soit très-petit nous paraît suffisam- 
ment démontrée : nous indiquerons en conséquence les dispositions à prendre, 
dans la construction, pour que cette condition soit réalisée. 

19. Conditions relatives à r échappement. — Nous rechercherons particuHère- 
ment ici celles qui sont de nature à assurer la petitesse de l'angle uf compris entre 
la position du balancier, à l'instant où la roue d'échappement est dégagée, et sa 
position d'équilibre. Dans le régime permanent du mouvement des chronomètres, 
il s'établit entre les quantités a, a', ^ et Ç' une relation qui est approximativement 
la suivante : 

Cette relation s'obtient en négligeant, dans l'équation (ïo6), les petits termes 
qu'elle contient. Jointe aux équations (96) et (97), elle détermine les angles ç, §', 

et le rapport — y et, par suite, la valeur de u\ suivant les équations (i 1 1) et (i 16). 



(*) Il ne faut pas perdre de vue que, dans ce Mémoire, on suppose Tisochronisme du ressort 
spiral réalisé : on admet donc que le chronomètre est pourvu' d'un spiral isochnme. 
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En d'autres termes, les quantités D, p, p\ y,, y,, £ étant données à priori, la 
situation du balancier et de la roue d'échappement à l'instant du choc, ainsi qiw 
l'angle u' et les angles ^, Ç', décrits depuis l'instant où celle-ci est devenue libre, 
en résultent. 

On peut évidemment renverser le problème et se proposer de rechercher quelles 
relations devront exister entre les quantités ^ et Ç' pour que, dans le régime per- 
manent, le balancier et la roue d'échappement affectent à l'instant du choc une 
disposition donnée arbitrairement {^g- 3) : cette disposition déterminera néces- 

sairement la valeur du rapport -7- 

Supposons, en premier lieu, que la position d'équilibre du balancier soit éga- 
lement donnée : il est clair qu'on pourra se donner encore l'une des quantités B 
et I', et que Tautre sera fournie par l'équation (1 19); il n'y aura donc plus qu'à 
régler l'appareil de détente de manière à produire la chute Ç ou à faire l'angle 7^ 
égal à 7 -f- ^. 

Secondement, soit proposé d'obtenir l'angle «' très petit : on y parviendra en 
le supposant nul dans les équations approximatives dont nous faisons usage. Cette 
condition conduit à ^ =r «i ou 7 = £. La disposition de l'échappement étant 
censée donnée, il faudra, pour réaliser cette condition, que le ressort spiral soit 
réglé de manière que le balancier se trouve en équilibre dans la position donnée : 
ensuite les valeurs de | et Ç' seront déterminées comme il vient d'être dit. 

On peut ajouter aux conditions précédentes, celle que la dent de la roue d'échap- 
pement ne glisse pas sur la palette du balancier dans l'instant qui suit le choc. La 
condition pour qu'il en soit ainsi, s'exprimera en égalant à zéro la différentielle 
de la quantité a ou BB' {/ig- 3). Différentions sous ce point de vue les équa- 
tions (94)9 nous aurons 

Dcosyrfy = p'cos(y -h 7') (dy -h ^7')' 
D sinydy = p'sin (y H- 7') (dy H- rf/) : 

en divisant ces équations l'une par l'autre, on obtient tang 7 = tang (7 -+- 7'), d'où 
y= o. Cela signiBe que les données doivent être assujetties à la condition que 
le point de contact B' se trouve sur la ligne CC des centres. Alors les équations 
(93) et (94) deviennent 
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et réquatioii ''119) devient 






(121) 2 -r — — 



c a' 



Les lignes D et p' étant données, on peut encore prendre arbitrairement l*une des 
quantités p et 7; l'autre s'en déduira au moyen de l'équation (120). 

Prenant, comme précédemment, l'un des angles^ et ^' à volonté, on aura l'au- 
tre par l'équation (121), et l'on réglera l'appareil de détente ainsi qu'il a été dit 
plus haut. 

Aux diverses conditions qui précèdent, il faut encore en ajouter trois autres : 
1® la distance Ch {Jig. 2) de l'extrémité de la palette à l'axe du balancier doit 
être telle, que l'extrémité de la dent de la roue d'échappement, quand celle-ci est 
au repos, ne puisse être rencontrée par la palette. Soit R cette distance, la condi- 
tion est R < CF ou 

(122) R'<D*— 2D|0'ros'/. -hp"; 

2*^ il faut que dans l'oscillation suivante, accomplie en sens contraire, la palette ne 
puisse rencontrer l'extrémité de la dent de la roue d'échappement parvenue à la 
limite de son excursion ou à son second repos. Soit y\ l'angle décrit depuis le pas- 
sage de p' par la ligne des centres, on aura l'autre condition 



R'<D*— 2Dp'cosy';H-p 



fi 



laquelle" se confondra avec la précédente, attendu que, dans la pratique, on fait 
y\ = y\ ; ce qui donne, pour l'intervalle angulaire des dents, 27, ; 3® la somme 
7i "*■ 7^1 ^^ ^7i doit, dans tous les cas, diviser exactement la circonférence et être 
égale à un nombre donné. 

On ne doit pas perdre de vue que nous avons supposé, dans ces recherches, que 
le contact du balancier et de la roue d'échappement ne dure qu'un instant, ou 
que cette dernière ne mène pas le balancier. Nous avons vu (n** 14) dans quel sens 
on pourrait tenter des modifications pour atteindre ce résultat. On pourrait être 
conduit, avons-nous dit, à diminuer p' et à augmenter la chute Ç' : or ces varia- 
tions sont tout à fait conciliables avec l'équation (lîki); ^Hes permettraient même 
de disposer de l'angle Ç, s'il était nécessaire. 

Il resterait à vérifier par l'expérience si le choc instantané n'entraînerait pas 
plus d'inconvénients, sous le rapport de l'usé des pièces, par exemple, que la 
pression continue qui paraît se développer après le choc, dans le système de con- 
struction pratiqué habituellement. 
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SECONDE PARTIE. 



DE LA COMPENSATION DES CHRONOMÈTRES 



1. Résumons rapidement les divers résultats obtenus dans la première Partie 
de ce Mémoire. 

En admettant comme un fait établi que le ressort spiral, bien construit, jouisse 
de la propriété d'exercer, sur le balancier, des actions dont les moments soient pro- 
portionnels aux écarts angulaires de la position d'équilibre, nous avons successi- 
vement démontré les propositions suivantes : 

1° En l'absence de toute résistance, le balancier accomplit ses oscillations dans 
des temps égaux et indépendants des amplitudes qui restent constantes : la durée 
des oscillations est égale au nombre n multipliant la racine carrée du rapport du 
moment d'inertie du balancier autour de son axe de rotation, au moment de la 
force, exercée par le ressort spiral lorsque l'écart angulaire de la position d'équi- 
libre est égal à l'unité abstraite. Les deux moitiés de Tare décrit sont parcourues 
dans des temps égaux . 

2"* La résistance des pivots (frottements et défaut de fluidité des liuiles) peut 
être considérée comme indépendante de la situation angulaire du balancier; elle 
n'altère pas la durée des oscillations; mais elle a pour effet de déplacer le milieu 
de Tare parcouru, alternativement de part et d'autre de la position d'équilibre 
qui aurait lieu sans cette résistance, et d'un certain angle égal à celui dont le ba- 
lancier, partant de ladite position d'équilibre, doit tourner avant de céder à l'ac- 
tion du ressort : en outre, les amplitudes sont réduites du double du même angle 
à chaque oscillation ; ce qui permet de déterminer la valeur de cet angle. Les deux 
moitiés de l'arc décrit dans chaque oscillation sont parcourues dans des temps 
égaux; et le balancier n'atteint sa position d'équilibre qu'après un temps qui 
excède la demi-durée de l'oscillation. 

3® La roue d'échappement, en venant choquer le balancier, augmente sa force 
vive d'une quantité très-petite et qui sera considérée comme étant du même ordre 
que les frottements, ou du premier ordre de petitesse. Le choc a pour effet d'ac- 
croître l'amplitude que le frottement aurait laissé subsister, et de diminuer ou 
augmenter la durée de l'oscillation effective, suivant que le choc se produit avant 
ou après le passage du balancier par le milieu de l'amplitude quiaurait lieu sans 
VIL lo 
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la production du choc ; raltératioii dans la durée de Toscillation est une quantité 
du second ordre, lorsque la distance angulaire du balancier au point milieu de 
Tamplitude, quand il reçoit le choc, est une quantité du premier ordre de petitesse. 

La durée de loscillation qui suit, et pendant laquelle l'action de la roue d'é- 
chappement est suspendue, redevient égale à celle qui aurait lieu en Tabsence de 
toute résistance. 

Après cette oscillation, le balancier reçoit un nouveau choc de la roue d'échap- 
pement, et en prenant l'intervalle de ces deux chocs pour celui des battements du 
chronomètre, nous avons trouvé que l'intervalle des battements ne diffère du dou- 
ble de la durée des oscillations correspondante à Tabsence de toute résistance, 
que d'une quantité du second ordre de petitesse, lorsque le choc se produit dans 
le voisinage du milieu de l'oscillation, circonstance que d'ailleurs les artistes 
réalisent autant qu'ils le peuvent. Cette quantité du second ordre est elle-même 
indépendante de l'intensité du choc. 

l\^ Sous l'influence combinée des frottements et de la résistance de l'air pro- 
portionnellement au carré de la vitesse, l'isochronisme des oscillations du balan- 
cier et la durée de ses oscillations ne sont altérés que de quantités du second or- 
dre de petitesse, proportionnelles au carré du produit de l'ampUtude par le coeffi- 
cient qui représente la résistance de l'air. Les amplitudes sont plus rapidement 
réduites que sous l'influence des frottements seuls : leur obsei^ation offre un 
moyen d'évaluer le précédent coefficient. 

La résistance de l'air a pour effet d'avancer l'instant du passage du balancier 
par le milieu de sa course, et de retarder celui du passage par la position d'équi- 
libre correspondante à l'absence de toute résistance. 

5° Le balancier restant toujours soumis à l'action des frottements et de la ré- 
sistance de l'air, le choc de la roue d'échappement augmente l'amplitude que ces 
résistances auraient laissé subsister; il a encore pour effet de diminuer ou d'ac- 
croître la durée de l'oscillation pendant laquelle il se produit, suivant qu'il pré- 
cède ou suit le moment du passage par le milieu de l'amplitude qui aurait lieu 
sans le choc : cette altération de la durée de l'oscillation est du second ordre, 
quand l'intervalle dont il s'agit est petit ; elle devient alors indépendante de la 
résistance de l'air. 

La durée de l'oscillation suivante, accomplie en l'absence de choc, redevient 
égale à celle qui avait lieu avant le choc. 

L'intervalle de deux battements consécutifs, lorsque le choc se produit à une faible 
distance du milieu de l'oscillation^ ne diffère du double de la durée des oscillations, 
que de quantités du second ordre de petitesse, qui ne sont plus cette fois indé- 
pendantes de l'intensité du choc. 
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6® Bien que le balancier et la roue d*écliappement ne puissent être considérés 
comme parfaitement élastiques, ces deux organes cessent de se toucher après le 
choc ; mais eu égard à ce que le choc est très-faible et qu'il se produit à peu de 
distance de l'axe du balancier, la dent de la roue d'échappement peut retomber 
presque immédiatement sur la palette, et d'autant plus vite que le moment d'i- 
Hertie de cette roue sera moindre et Faction du ressort moteur plus grande : alors 
la roue d'échappement mènera le balancier. Cet effet pourrait être évité en dimi- 
nuant l'action du ressort moteur ou le rayon de la roue d'échappement, ou aug- 
mentant encore le moment d'inertie de cette roue; on augmenterait au besoin la 
chute de la roue d'échappement, pour ne pas diminuer l'impulsion que le balan- 
cier doit recevoir. 

7® Quand un chronomètre vient d'être mis en mouvement, les amplitudes va- 
rient jusqu'à ce qu'elles aient atteint une certaine grandeur, pour laquelle le 
travail dû aux résistances se trouve exactement compensé par l'accroissement de 
force vive que reçoit le balancier sous l'influence du choc de la roue d'échappe- 
ment. Alors il s'établit dans le mouvement du balancier ce qu'on pourrait appeler 
un régime permanent. Ce régime est déterminé par l'amplitude correspondante; 
car, celle-ci étant connue, toutes les autres quantités variables que l'on peut avoir 
besoin de connaître encore s'en déduisent. 

Nous avons effectué la détermination de l'amplitude du régime permanent, et 
nous avons reconnu qu'elle est sensiblement indépendante du degré d'élasticité 
des organes qui subissent l'action du choc. Cette amplitude dépend particulière- 
ment des données géométriques relatives à l'échappement, et elle est d'ailleurs pro- 
portionnelle aux racines carrées du moment d'inertie du balancier et du moment 
de la force qui sollicite la roue d'échappement, et en raison inverse de la racine 
carrée du moment d'inertie de cette même roue et du moment de la force que le 
ressort spiral exerce sur le balancier à la distance i de sa position d'équilibre. 

Si, toutes choses restant égales d'ailleurs, on modifie le moment d'inertie du ba- 
lancier, l'amplitude du régime permanent variera sensiblement comme la racine 
carrée de ce moment d'inertie. 

En outre, nous avons montré que, malgré les variations de la force motrice ou 
des résistances qui les produisent et celles des amplitudes qui en résultent, l'angle 
compris entre la position du balancier à l'instant du choc et sa position d'équilibre 
reste sensiblement constant. 

8® Nous avons reconnu que, parmi les diverses altérations qui affectent l'inter- 
valle des battements, une seule peut s'élever au premier ordre de petitesse. Son effet 
est proportionnel aux résistances des pivots du balancier, à l'angle compris entre 
les positions du balancier correspondantes au choc et à l'équilibre, et en raison 

lO. 
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inverse du carré de ramplitude. Eu égard à ce que les artistes disposent l'échappe- 
ment de manière à produire le choc avant le passage du balancier par sa position 
d'équilibre, l'altération dont il s'agit s'accorde avec le fait généralement observé 
que la marche des chronomètres va en croissant avec l'épaississement des huiles ; 
nous avons indiqué une expérience qui permettrait de vérifier si ce fait doit être 
effectivement attribué à hi cause que la théorie tendrait a lui assigner. 

9^ Nous faisons connaître les règles relatives à l'échappement et, en particulier, 
celles qu'il faudrait appliquer pour éviter les effets de l'épaississement des huiles 
qui viennent d'être indiqués. 

De Tcnsemble des propositions précédentes, et sous la seule restriction que le 
balancier reçoive son impulsion dans une position très-voisine de sa position d'é- 
quilibre, on peut conclure que la résistance des pivots, celle de l'air supposée pro- 
portionnelle au carré de la vitesse, et les chocs de la roue d'échappement, sont 
sans influence sensible sur l'intervalle des battements d'un chronomètre soumis à 
une température constante, intervalle égal au double de la durée des oscillations 
isochrones qu'il accomplirait en l'absence de toute résistance. 

Ces propriétés réunies font déjà du chronomètre un appareil des plus précieux : 
pour le porter au degré de perfection qu'il parait susceptible d'atteindre, il reste 
à rendre la durée de ses oscillations indépendantes des variations de la tempéra- 
ture. Tel est le problème de la compensation, problème que nous allons actuelle- 
ment aborder. 

A l'exemple des auteurs qui ont traité de la compensation des pendules d'hor- 
loges, sans avoir égard aux diverses résistances ni à Faction de l'écliappement, 
nous aurions pu regarder comme admissible que la durée des oscillations des chro- 
nomètres n'est point altérée par ces mêmes causes. Toutefois, la grandeur des am- 
plitudes dans ces appareils s'opposait à ce qu'on leur étendît, par voie d'analogie, 
les propriétés admises ou reconnues dans les horloges. Il était donc nécessaire de 
les démontrer, avant d'exposer la théorie de la compensation. 

2. La conclusion relative à l'intervalle des battements d'un chronomètre, que 
nous avons rappelée dans le numéro précédent, est, avons-nous dit, soumise à mie 
restriction : le balancier doit recevoir son impulsion dans une position très-voisine 
de celle d'équilibre. Nous supposerons que cette condition ait été remplie par l'ar- 
tiste, ou, pour mieux dire, qu'il l'ait réalisée à une certaine température; mais 
examinons d'abord si cette disposition se maintiendra à toute autre température. 
11 est évident que si le système formé par le balancier, le spiral et la plaque qui le 
fixe à son extrémité opposée au balancier, comprend plusieui's métaux différents, la 
figure du spiral ne restera pas semblable à sa figure primitive, et que la position d'é- 
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quilil>re du balancier variera dès lors avec la température. Si Tangle dont nous nous 
occupons est nul ou très-petit à l'origine, les variations de température auront pour 
effet de lui faire atteindre une grandeur qui cesse d'être petite. Alors il s'ensuivra, 
dans l'intervalle des battements, des variations proportionnelles à ce même angle, 
et qui, étant du premier ordre de petitesse, ne pourront pas être négligées. Pour 
obvier à cet inconvénient, il faudrait fixer l'extrémité du ressort spiral à une plaque 
d'acier pourvue d'une douille cylindrique creuse dont l'axe coïnciderait avec celui 
du balancier. De cette manière, le ressort spiral conserverait une figure semblable 
à sa figure primitive, et la position d'équilibre du balancier ne serait pas changée. 
Nous admettrons que des dispositions analogues aient été prises : dès lors nous 
pourrons considérer l'intervalle des "battements du chronomètre comme étant 
identiquement le même qu'en l'absence de toute espèce de résistance. 

Dans ce qui va suivre, nous n'aurons à emprunter à la première Partie de ce 
Mémoire que la seule formule exprimant la durée des oscillations du balancier ; 
aussi devons-nous avertir que les notations dont nous aurons à faire usage serviront 
généralement à désigner des quantités toutes différentes de celles qu'elles ont re- 
présentées jusqu'ici. 

Soient, à une température ô, 

A le moment d'inertie du balancier autour de son axe de figure ; 

X le moment de la force que le ressort spiral exerce sur le balancier à la distance 
angulaire de sa position d'équilibre égale à l'unité abstraite ; 

y l'intervalle des battements consécutifs égal au double de la durée de l'oscillation . 

On aura, suivant la proposition rappelée dans le numéro précédent. 



(0 y^'^''\\ 



A une autre température 5', et y' désignant l'intervalle des battements à cette 
température, on aura, suivant le théorème de Taylor, 







Jô ' ' 1 dQ' 



Pour que le chronomètre soit compensé, il est nécessaire que cette valeur soit 
indépendante de 0' — ?. Or on peut mettre l'expression de^' sous la fornu» 



■"="n/?\/B^ 






'^^'-0)-.il4S(G'-0)'^. 



r/9 ^ ' 2 X </0' 
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sous cette forme, il est visible que les conditions relatives à la compensation s'ob- 
tiendront en égalant les coefficients des mêmes puissances de (6'— ô) dans le 
numérateur et le dénominateur de la quantité sous le second radical ; ce qui 
fournit la suite d'équations 

dk rfVA . 

A ^ 'd^ 

(3) 7 = 



(U 



dB e/0' 

et entraîne pour conséquence y =jr^ quel que soit effectivement C. 

Dans les recherches suivantes, nous considérerons les dilatations linéaires pro- 
duites par les changements de température, comme des quantités du premier 
ordre de petitesse, et nous négligerons dans les développements analytiques les 
puissances et produits de ces quantités. Nous nous réservons de revenir ultérieu- 
rement sur les termes du second ordre. 

En conséquence, Téquation (a) se réduira à 

(iette équation fournira immédiatement Tunique condition relative à la compen- 
sation des termes du premier ordre 

. ^ . I dk 1 dr. 

laquelle coïncide avec la première des équations (i). 

d% 
Si donc les quantités >t et — étaient données, et qu'il fût proposé de construire 

un chronomètre compensé et battant l'intervalle jr^ les équations (i) et (5) réunies 

feraient connaître les valeurs des quantités A et — qui pourraient remplir ce 

double but : or on n'aperçoit pas à priori Timpossibilité de construire un balan- 
cier ayant à une température Q un moment d'inertie donné, et disposé de manière 
à varier d'une quantité donnée par degré de température. On peut remarquer 
déjà que la question du réglage et celle de la compensation sont intimement liées, 
la solution de la première se rattachant à l'équation (i), tandis que celle de la 
seconde dépend de l'équation (5). Mais il est clair que les procédés dont on peut 
aujourd'hui disposer pour la mesure directe des longueurs et des forces ne per- 
mettraient pas d'atteindre dans la composition d'un balancier l'exactitude requise : 
on ne pourrait donc obtenir qu'une première approximation, qu'il faudrait cor- 
riger après en avoir constaté l'insuffisance par l'observation de la marche du chro- 
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nomètre. La complication de la figure des pièces dont se compose un balancier 
rendrait sans doute très-pénible d'ailleurs le calcul direct des moments d'inertie. 
Pour ces motifs, il nous a semblé préférable de profiter de Texpérience acquise, en 
utilisant les modèles qui ont le mieux réussi, et de les modifier seulement dans 
leurs éléments les plus simples, de manière à satisfaire aux équations (i) et (5). 

3. Soit donc un système donné et déterminé par les quantités A, yr^j x, -^-i et 

battant Tintervalie ^ à la température 6; nous commencerons par demander à 
Texpérience l'évaluation de certaine fonction de ces quantités. Posons 

. . I / I //A I r/x\ 

l'équation (4) deviendra, en vertu de la valeur (1) de jr^ 

(7) y = ^ + (0'_ô)z. 

5 étant une température arbitraire et donnée, suivons la marche du chronomètre 
soumis successivement à des températures variables 6' pendant des temps suffisam- 
ment prolongés, et constatons les durées correspondantes jr' des intervalles des 
battements. Chaque observation fournira une équation de la forme (7) que l'on 
complétera au besoin par un terme en (6'— 6)* : de l'ensemble des équations 
ainsi obtenues et convenablement combinées, on déduira les valeurs de y et de s, 
et, s'il y a lieu, celle du coefficient du terme en (6' — ô^*. 

Les différences entre les valeurs observées de jr' et celles de la somme 
/H- (9' — 6)z calculée au moyen des valeurs obtenues de j et z, montreront si 
le terme du second ordre est ou non négligeable. Nous ferons voir plus loin que 
le coefficient de ce terme dépend de z, de telle sorte que la compensation des 
termes du premier ovAv^ pourra entraîner celle des termes du second (*). 

En nous bornant, pour l'instant, à la compensation des termes du premier 
ordre, nous supposerons que Ton n'ait point trouvé z nul, ni jr égal à un intervalle 
donné à l'avance ; car autrement le chronomètre se trouverait à la fois compensé 
et réglé. Soient dçnc 

(8) Y=j-^cîj 



(*) L'une des causes qui pourraient s'opposer à ce qu'il en fût effectiveinent ainsi, serait dans les 
défauts des lames compensatrices du balancier : or nous indiquerons plus loin un moyen de s'as- 
surer, par une expérience directe, si ces lames jouissent des qualités requises. De cette manière, 
nous éviterons la chance d'une étude du mouvement du chronomètre, que la cause dont il s'agit 
pourrait rendre illusoire. 
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dk 

rintervalle des battements que l'on veut réaliser; c? A et c?— les corrections que 
A et — doivent recevoir pour y parvenir et pour obtenir en même temps la com- 
pensation : on aura, suivant la formule (i), 

A -h A __ j'H- ly $x -^ h'' 
y. ~" 41^^ 

La même équation (i) donne 

y. 4^' 

on en déduit 

oA S y /Syy 

D'un autre côté, si nous posons, pour simplifier, 

dA 

réquation (5), relative à la compensation, donnera 

a -\- oa I dy 

et l'on aura, d'après la valeur de 2, 



(m) ____ = ^_ 



a I r/y. 



I /z y 

Eliminant - ~ entre ces deux équations, il vient 



a -^ oa a z 



A H- ^A A _> 

on en tire 



, . $a i A z\ S \ 

(12) — = I — a 1 — 

^ ' a \ a y) A 



A z 

2 

o y 



Ainsi donc les équations {9) et (la) feront connaître les corrections e?A et $n. 
en fonction de z, jr^ èjr^ loi*sque les quantités A et ^ seront coniuies. 

4. S'il est difficile d'obtenir au moyen de mesures directes les valeurs de A, x 
et de leurs dérivées par rapport à la température, il l'est beaucoup moins de me- 
surer directement les accroissements que les quantités A et ^ peuvent subir par 
suite do modifications déterminées dans les éléments constitutifs du balancier. 
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Au reste, c'est ce qui sera mis en évidence, quand nous aurons présenté l'expres- 
sion analytique de ces mêmes quantités. 

Ceci étant admis, nous allons faire voir comment, en faisant varier A et /z de 
quantités connues A A et Aa, on pourra déterminer les valeurs primitives de A, a^ 

et en outre celles de x et ^r; • 

dB 

Reprenons les équations (j) et (i i) en les écrivant comme il suit : 

, , A - f n ^ \ dv. ^ 

Y. ^ X r rf 9 " 

Supposons maintenant qu'après avoir fait varier k eX a respectivement de A A et 
Afl, et avoir de nouveau soumis le chronomètre à diverses températures 6', on 
ait obtenu de nouvelles valeurs de ^ et de 2 : soient 

(i3) j, = r-+-Aj, z,= 2-hAr, 

ces nouvelles valeurs; nous aurons, en vertu des formules précédentes, 

4 7:* — = j-' -f- ^y Aj -4- Aj-', 

On tire aisément des équations en A et A A 

(14) A=-— -nrT\'> x.= 47:* — = 4î^ 



Aj /A2;y' '" ^" /' "'" ?jAj-f-Aj' 



les deux autres donneront par soustraction 

4?:*^ = ;^^ (2j Aj -4- Aj') -h 2{ r Az -f- :s A/ 4- Aj As) ; 
d'où, en substituant la valeur dex, et au moyen d'une simple transformation j 

^ ' xrfÔ AA I ArLj \ / / ^/J 



f dyL \a 


I 


X rfÔ "" AA 


1 Ar 

iH 

2 y 



et, en vertu de la première équation (i4), 

^ ^ X f/0 I ir La A Ar r \ ri ^^J 



1 -*-- 

2 X 



VII. i ï 
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Mettant la valeur (i5) dans Texpression de 4;:^ -> et tirant la valeur de a au 
moyen de celle de x, il vient 

/ -^ \ 

■s 

on peut encore donner à cette valeur la forme suivante, qu'on obtient en substi- 
tuant pour rr ^t — kurs valeurs tirées de la première équation (i4)î 



AA X 



I Ar 



, , ^ . Aa I 9. r \«Ar — jAzAA 

' 2 j^ L \ ' 2 r / 

Les équations (i4)> (ï5) ou (i5 bis) et (i6) ou (17) résolvent la question pro- 
posée (*). 

On remarquera que les quantités A et x sont déterminées au moyen des seules 
variations de A et de ^; en sorte que, pour les obtenir, il suffirait d'observer les 
oscillations du chronomèti'e a une température constante, et le balancier ayant 
successivement les moments d'inertie A et A -+- AA, tandis que a ne varierait pas. 
On verra plus loin que, dans la pratique, les variations de A entraîneront gé- 
néralement celles de a. Mais on pourrait faire varier a sans produire de change- 
ment dans A. En opérant à température constante, on obtiendrait alors la valeur 
de a au moyen de l'équation (17), dont la parenthèse se réduirait à son premier 
terme. 

On n'aurait pas ainsi la valeur de - ^? mais ce serait indifférent, puisque 

l'emploi des formules (9) et (12) n'exige pas que Ton connaisse x et - jg' '^^^ ^^" 

riations isolées de A fussent-elles praticables, il y aurait dans cette manière de 
procéder, l'inconvénient de démonter deux fois le chronomètre pour opérer suc- 
cessivement les variations de A et a, tandis que leur variation simultanée n'exige 



(*) Nous avions obtenu des formules plus simples que les précédentes, en représentant par 
j -f- (0' — G) » le carré de la durée y y au lieu de cette même quantité; mais il nous a paru que les 
observations seront bien plus faciles à discuter, quand les équations à résoudre contiendront les du- 
rées des oscillations et non pas leurs carrés. 
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qu'un démontage. En outre, la multiplicité des observations à des températures 
variées, et dans des conditions différentes relativement aux moments d'inertie, 
aura toujours l'avantage de mettre plus en évidence les défauts que pourrait pré- 
senter l'instrument. En6n, nous devons faire remarquer que A et « ne suffisent 
pas pour déterminer les corrections èa et (?A, équations (9) et (la); il faut encore 
connaître z : en sorte qu'on sera toujours obligé de faire une série d'observations 
par des températures variées ; ce qui est d'ailleurs évident. 

L'expérience indiquera jusqu'à quel point on pourra utiliser les remarques 
précédentes. 

Dans une étude préliminaire du balancier, il ne sera pas nécessaire de faire 
subir à A et a de fortes variations, pour obtenir un résultat approximatif, le seul 
auquel on puisse d'abord prétendre. Quand ce résultat sera obtenu, et qu'il ne 
restera plus que de faibles corrections à effectuer, les valeurs A et a qu'on aura 
déduites de A A et A a auront sans doute une exactitude suffisante, et permettront 
de calculer les dernières corrections avec la précision nécessaire. 

Pour appliquer les règles qui viennent d'être exposées, il convient d'avoir égard 
k la composition spéciale des balanciers de chronomètres. 

5. Description du balancier. — Cet appareil comprend : 

1^ Un axe en acier terminé par des pivots et muni latéralement de deux appen- 
dices ordinairement en rubis, et destinés, l'un à recevoir l'action de la roue d'é- 
chappement, l'autre à dégager la dent de cette roue qui s'appuie sur lé repos ; un 
troisième appendice sert à fixer l'extrémité supérieure du spiral : nous n'entrerons 
pas dans de plus longs détails sur cette partie du balancier; 

2^ Une pièce transversale en acier BB ijig» 4)> ^i^^ barrette^ percée en son mi- 
lieu d'un trou C par lequel elle s'ajuste sur l'axe ; elle est terminée à ses extrémités 
par deux lames LL, LL courbées circulairement, et formées de deux métaux 
soudés : ces lames, dites lames bimétalliques^ embrassent chacune une étendue un 
peu moindre qu'une demi-circonférence ; la lame intérieure est en acier, l'autre 
est en laiton ; 

3® Deux masses en laiton M, M, dites compensatrices : elles sont fixées à l'aide 
d'une vis sur le contour des lames bimétalliques, en des points diamétralement 
opposés ; 

4*^ Deux écrous V, V insérés aux extrémités de la barrette et destinés à faire va- 
rier légèrement le moment d'inertie du balancier : en les tournant dans un sens ou 
dans l'autre, leurs masses se rapprochent ou s'éloignent de l'axe ; pour ce motif on 
les nomme masses régulatrices. 

II. 
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Aux pièces précédentes peuvent s'ajouter, suivant le besoin, deux ou quatre 
autres niasses complémentaires; ce sont des vis en acier i^, Vy i/, v' qui s'adaptent près 
des extrémités de la barrette, sur le prolongement des lames bimétalliques : par leur 
adjonction ou leur suppression, on fait varier le moment d'inertie de quantités supé- 
rieure^ à celles quel'on obtiendrait par le simple déplacement des masses régulatrices. 

Il va sans dire que tout est disposé de manière que le centre de gravilé du 
système passe constamment par l'axe de rotation du balancier. 

Un mot d'explication fera comprendre gisement le rôle que jouent les lames 
bimétalliques pour produire la compensation. Par suite d'un accroissement de 
température, les moments d'inertie de l'axe, de la barrette et des masses régula- 
trices augmentent, le moment de la force du spiral diminue très-probablement; 
il faut donc que les moments d'inertie des masses compensatrices puissent dimi- 
nuer de manière à contre-balancer l'effet des autres changements : c'est pour cela 
que les masses compensatrices ont été placées sur les lames bimétalliques. Lç mé- 
tal extérieur étant plus dilatal^le que le métal intérieur, les lames se courbent da- 
vantage et les masses se rapprochent du centre. Ce degré de rapprochement varie 
avec la position des masses : au moyen des vis qui y sont adaptées, on les fixe dans 
la position jugée la plus favorable. On doit comprendre que le problème de la 
compensation ne consiste pas seulement à déterminer la place qu'il convient d'assi- 
gner aux masses compensatrices, mais qu'il s'agit aussi de déterminer la grandeur 
et le moment d'inertie de ces masses elles-mêmes, eu égard à la distribution de la 
matière dans les autres masses dont se compose le balancier, et à la constitution 
des lames bimétalliques. 

Les difficultés que l'on pourra rencontrer dans les tentatives de compensation 
ne proviendront guère que de l'imperfection des lames bimétalliques : il convient 
donc de fixer les idées sur la manière de préparer ces organes. Voici quelle est la 
pratique généralement suivie : 

On façonne, au moyen du tour, un disque cylindrique d'acier fondu dont l'é- 
paisseur est égale à la largeur que doivent avoir les lames : son rayon est égal à la 
distance qui doit exister entre la surface de séparation des deux métaux des lames 
bimétalliques et l'axe du balancier. Un trou circulaire est pratiqué au centre pour 
recevoir l'axe. Le disque est alors placé concentriquement dans un moule dont les 
bords laissent entre eux et le pourtour du disque un certain espace vide. L'ap- 
pareil étant recouvert de borax, le moule est chauffé à la température convenable 
pour qu'en remplissant de laiton en fusion l'espace laissé vide, la soudure des 
deux métaux s'effectue complètement. Après le refroidissement, le disque d'acier 
recouvert de laiton est mis sur le tour et évidé intérieurement, de manière à prendre 
la forme d'une capsule dont le fond a pour épaisseur celle que l'on veut donner 
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à la barrette. Le contour extérieur est tourné et l'épaisseur du laiton réduite 
dans une proportion qui varie suivant les idées de l'artiste, mais que la théorie 
permet de déterminer, ainsi qu'on le verra bientôt. Le fond de la capsule est 
ensuite découpé de manière à former la barrette et à laisser entre celle-ci et les 
bords de la capsule deux espaces vides et à peu près hémi-circulaires. Enfin, au 
moyen de deux traits de scie, on coupe le rebord de la capsule en deux régions 
diamétralement opposées et voisines des extrémités de la barrette. On obtient ainsi 
deux lames bimétalliques ayant chacune une extrémité libre, et dont les extré- 
mités fixes font corps avec la barrette. Nous passons sous silence les opérations de 
trempe, de recuit et d'écrouissage, laissant à l'expérience à prononcer sur la bonne 
exécution de cette partie du travail qui peut seule présenter quelque difficulté. 
Le centrage ayant été conservé durant le travail du balancier, les défauts des 
lames ne pourront provenir que des variations que l'élasticité des deux métaux 
et la figure du contour du disque d'acier pourront présenter dans leur étendue, 
à la suite des inégalités de trempe, de recuit et d'écrouissage. 

« 

6. Théorie des lames bimétalliques.— Soient {Jig. 5) DAGA^ une lame bimétal- 
lique courbe; AA, la surface de contact des deux lames partielles; e' l'épaisseur 
de la lame intérieure en acier; e" l'épaisseur de la lame extérieure en laiton; / la 
largeur commune des deux lames. 

Dans un plan perpendiculaire aux génératrices rectilignes des lames, menons 
deux axes rectangulaires OX et OY. 

Soient : a l'angle d'une normale à la courbe AA, menée par le point A, avec le 
prolongement de l'axe desj-; a -h da l'angle que fait une autre normale menée par 
le point A' infiniment voisin de A, avec le même prolongement. Le point G, déter- 
miné par l'intersection de ces normales, sera le centre de courbure de la courbe 
AA| au point A. 

Gonsidérons un filet MM' compris entre les plans représentés par les normales 
précédentes, à la distance u de AA' comptée dans le sens opposé au centre de 
courbure, et dont l'épaisseur soit^£^. 

Désignant par (/ la longueur du filet MM' , a celle du filet AA', et p le rayon de 
courbure de ce dernier filet à une température 6, on aura 






Pareillement, à une autre température Ôq, on aurait 
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en distinguant par l'indice zéro les valeurs que prennent les variables à cette 
température. 

Enfin désignons par î' rallongement proportionnel subi par le filet MM' dans 
son passage de la température 60 à '^ température 0, et par s l'allongement corres- 
pondant du filet AA'; nous aurons 



-T = i-h e , — = I 4- €. 

<7. (To 



On tire aisément de ces équations 



I 4- - H 

P __ Po 



I H-i' I -f- E 



U M» 



Or, si Ton considère les rapports -> — et les allongements £, ^ comme étant du 



« — 1/1 



premier ordre de petitesse, on devra regarder la dilatation proportionnelle 

comme étant du même ordre, et la différence u — u^ comme du second ordre : 
négligeant les quantités de cet ordre, on tire de l'équation précédente 

(18) 6' = e-hz/(--i 

Soient, relativement au filet défini par la distance a : T la tension longitudinale 
par unité de surface de la section transversale ; E le coefficient d'élasticité ; y le 
coefficient de dilatation ; la tension à laquelle est soumis le filet MM' aura pour 
expression "lldu (*). 

Cette tension a pour effet de produire un allongement égal à l'excès de l'allon- 



(*) y désignant la force que les filets voisins situés du côté du centre de courbure exercent sur 

df 
MM' par unité de surface , y-f- -— du sera celle que subissent les filets extérieurs à MM' et Ton a, 

du 

df 
en conséquence, — i(p-{- u)daL — du pour la somme des composantes suivant Taxe de MM', drs 

actions que ce filet subit de la part des filets situés entre les plans normaux qui comprennent MM' : 
cette somme étant un infiniment petit du second ordre, est négligeable par rapport à la tension du 
filet, qui est du premier ordre. Nous ne présentons cette considération que pour rassurer certaines 
personnes qui ont pu croire nécessaire de tenir compte d'un genre d'actions dont il ne doit pas 
être question, dès que l'on a admis l'idée sur laquelle repose la notion des tensions. 
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gement s' sur celui 7(9-— Sq) qui est dû à la simple dilatation ; on a donc 

TUu = E [e' — 7 (6 — Oo)] Idu, 
ou, en vertu de la relation (18), 

(19) T Idu = E[e—y(e — e,)] Idu-hEl- — '-) lu du. 

En intégrant cette expression de u= — e' à w = -h e'', on aura la somme des 
tensions suivant la direction commune des filets; et, si Ton suppose que la partie 
de la lame bimétallique comprise entre le plan normal AC et son extrémité libre A, 
ne soit soumise à Faction d'aucune autre force extérieure que les tensions précé- 
dentes, il faudra, suivant Tune des conditions de l'équilibre, que l'intégrale soit 
nulle. Dans l'état ordinaire du chronomètre, l'axe est vertical et la pesanteur 
donne une composante nulle suivant la direction des filets. 

Pour effectuer l'intégration, il est nécessaire de distinguer les coefficients d'élas- 
ticité et de dilatation propres à chacune des lames composantes. Nous désignerons 
par E' et / les coefficients relatifs à la lame intérieure (acier), et par E'' et 7" ceux 
du métal qui forme la lame extérieure (laiton). L'intégration comprendra ainsi 
deux parties : la première effectuée entre les limites -— e' et zéro, l'autre entre les 
limites zéro et 4- e". Égalant le résultat de l'intégration à zéro, ainsi qu'il vient 
d'être dit, et supprimant le facteur commun /, on aura 

(20) 6(E"e''4-EV) — (9 — 0o) (E"e''-/-f-E'^'/) h- i (i — L\ (E"e"* — E'^'») =0. 

Multiplions l'équation (19) par 1/9 nous aurons le moment delà tension Tldu 
par rapport à un axe perpendiculaire au plan des xjr et passant par le point A. Or 
la partie que nous considérons n'étant d'ailleurs sollicitée par d'autres forces exté- 
rieures que les tensions précédentes, il faut encore, pour l'équilibre, que la somme 
des moments de ces tensions soit nulle. On a donc, en vertu des limites ci-dessus 
indiquées pour les intégrations, 

(ai) i-6(E'V* — E'e'*)— i(9 — eo)(EV'*7''— EVV)-+-4(- — ~^(E'V^-+-EV') = o. 

En éliminant e entre cette équation et la précédente, on trouve d'abord 

o=i(9 — 9o)[(E''e''*— E'e'*)(E^'c''/-hE'eV)— (E^'e''-f-E'e')(E''e''*7'' — E'e'*/)] 
H- ^1 _ i\ ri(E"e"+E'e') (E"c"' H-F/e") — j (E"e'" — E'c-")'l ; 
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puis, en réduisant, 

- (9 — y.) (e' -f- C-") E'c'¥."e'' (■/ — y") 

Posons, pour simplifier, 

(22) e = e'-h6'", 

l'équation précédente donnera 

(24) = — -— . 

En éliminant (- j entre les équations (ao) et (21), on aura d'abord 

o = e r^ (F/e" -+- EV) (E"c'' -h E'e'») — j (Wt,"' — E'c'*)*] 

— (0 — Oo) ["5 {E"c''/-h E'e'y') {F'c^'» 4- E'e") ~ ^ (E%/'' -~ E'e'') (E^'e'"/— E'c" "/)! , 

équation où le coefficient de s est positif, ainsi qu'il résulte d'une transformation 
effectuée; celui de — (0 — 60) peut être mis sous les deux formes suivantes : 

— jE''^'''*7''^-E''e'*7'-^E'^'''E'e'[3e''e'(7''-h/)-^4(^'*7''-^-^'''7')]} 
et 

— [4(p' + e") E"e"E'e' (e"/ 4- (/y") -+■ (FJe'"- — E'e") (E"e"'-/" — E'c"-/')], 

dont la première montre que ce facteur est essentiellement positif. 

On en tire, au moyen des éléments de réduction qui viennent d'être employés, 

r^'Y-^c'y" ( E'' e"^ — E^ e'^ ) ( E" c"' 7" - E^ c" Y) 
(25) s = (9- 60) ^ ^ ^e^fJ'^^'e' 
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Cette équation servira au calcul de rallongement proportionnel : d'après ce qui 
vient d'être dit, cet allongement sera toujours de même signe que la variation de 
température — 60 ; il ^st d'ailleurs uniforme dans toute l'étendue de la lame 
bimétallique et indépendant de sa courbure. On peut donc considérer le coefficient 
de (9 — 60) dans la valeur de e, comme étant le coefficient de dilatation longitudi- 
nale de la lame composée. 

L'équation (2/1) nous servira à calculer la déformation de la lame. Le para- 
mètre h qu'elle renferme est une ligne dont la grandeur ne dépend, suivant l'ex- 
pression (a3), que de la différence des coefficients de dilatation des lames partielles, 
de leurs épaisseurs et du rapport de leurs coefficients d'élasticité. L'équation (24 ) 
montre que, pour une variation donnée de température, la déformation sera d'au- 
tant plus grande que la quantité h sera plus petite. 

On aura évidemment le rapport des épaisseurs, qui répond au minimum de h 
ou à la plus grande déformation, en égalant à zéro le second terme de la parenthèse 
de la valeur de h; ce qui fournit la condition 



e 

7' 




(26) 



et réduit les valeurs de h et de g à 



7 2 e 

" = ô —, : ' 



I^ règle fournie par la formule (26) diffère de celle indiquée par un auteur 
célèbre, suivant laquelle le rapport des épaisseurs doit être égal au rapport inverse 
des coefficients d'élasticité. 

Avant de passer aux applications des formules que nous venons d'établir, il 
convient de simplifier le calcul des valeurs de h et de g. 



E" 
(•) En faisant usage des détenni nations obtenues par G. W^ertheini, on trouve que — est sensi- 

blementégal à-: d'où — = 0,707=:-, -=o,4i4 = — ■» - = o,586 = -^- On aurait, avec 
^ 2 e ' * ') e \i e 12 

e' 17, e' 12 e" 17 

toute Texactitude que comportent les nombres fournis par Texpérience, -7; = — 9- ^^20'^ — ^ 

Vil. 12 
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Soient à cet effet 

d'où Ton déduira les auxiliaires Ç et Z; la valeur de //, équation (23), deviendra, 
moyennant Télimination des quantités E' et E", 

et Ton aura, en désignant par y le coefficient de dilatation longitudinale de la 
lame bimétallique, 



(3o) -/ = 



^"y-4_/~" e' e" C0S2Ç . „ , , n f\ vi 



r' e" 



I H col^'aÇ 



c" 



puis 

(3i) e = y(0-0o). 

Ce coefficient y est relatif à la ligne de séparation des deux lames ; il dépend des 
coefficients de dilatation des lames partielles, du rapport de leurs épaisseurs à 
répaisseur totale et du rapport de leurs coefficients d'élasticité. 

La valeur de £ va nous permettre actuellement de déterminer l'état des tensions 
des différents filets de la lame bimétallique. Observons que les quantités y, E, 
que renferme l'équation (19) représentent y', E' quand on considère la lame 
d'acier, et y", E" quand il s'agit de la lame de laiton. Pour plus de clarté, distin- 
guons encore par des accents les quantités T et m ; nous aurons, en vertu des rela- 
tions (19), (3i) et (24), 






Au moyen des expressions (29) et (3o), on trouve d'abord 

7. c' I c" cosaî: 



7 - -/ = -H - - 1 , 



-/-•/"= 



3 A \ ■ 4 ^ sin' X^ 
51 e" I e' cos2Ç\ 

3 X v"~ 47 côFE"/ 
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Or si l'on pose 

, 2 , / \ e" cosrîÇ\ 
"o = "— ô ^ ï -^ 7 ^TT ' 






les valeurs de T et T" deviendront 



T'=E^'!—-JLi(e — eo), 



u «, 



T^=E"^— •(9 — 60). 

On se rappelle que 60 ^st la température à laquelle les tensions étaient sup- 
posées nulles dans toute Tétendue des lames, c'est-à-dire la température où les 
lames étaient dans leur état naturel ; on a effectivement ici T' = o, T" = o pour 
G = Ôq. Les valeurs de T' et T" montrent qu'il existe pour chacune des lames une 
série de filets qui n'éprouvent aucune tension, quelle que soit la température; 
les lignes qui les représentent sont définies de position par les valeurs de u! et u!' 
respectivement égales à «^ etw^. Il faut seulement s'assurer si ces lignes sont 
réellement situées à l'intérieur des lames. 

Mettons dans les expressions de ii^ et û^ les valeurs de C0S2Ç, sin^Ç et cos^^ 
en fonction des rapports des épaisseurs et des coefficients d'élasticité, nous aurons 

Les valeurs de i/^ et u^ sont l'une négative, l'autre positive, comme il convient 
déjà pour que les filets dont il s'agit appartiennent les uns à la lame d'acier, les 
ïiutres à la lame de laiton. Les épaisseurs de ces lames étant respectivement e' et e" ^ 
les conditions à remplir sont — w'^^ < e' et -+- u^^ < e". Ces conditions deviennent, 



n 



en vertu des valeurs de w^ et tt^, 



E" c'^ ( e'\ f e'^ 



c" 



3 -f- 2-7 
e 



or si l'on adopte pour le rapport -r? le nombre -? qui se déduit des coefficients 

C< 2 



12. 
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de G. Wertheim, ces inégalités, étant résolues par rapport à -^7? donnent 






Dans la pratique, le rapport des épaisseurs est renfermé entre ces limites; en 
sorte que l'existence effective de deux zones où les tensions sont nulles se trouve 
démontrée. 

Les accroissements de T' et T", relativement à ceux de la température, ayant res- 
pectivement les signes de u! — li^ et u!' — i/^, il s'ensuit que, par Teffet des accrois- 
sements de température, les deux lames sont soumises à des tensions dans leurs 
parties convexes et à des contractions dans leurs parties concaves. A la surface 
de séparation des lames, pour laquelle on a «'= o et «"= o, les tensions sont 
représentées par — li^ pour la lame d*acier, et — Uç^ pouf la lame de laiton ; elles 
sont donc positives dans la première et négatives dans la seconde, ce qui rentre 
dans l'énoncé précédent. 

Si la lame est construite de manière à satisfaire à la condition (26) du maxi- 
mum d'efficacité, les valeurs de U^ et lî^ se réduisent à — ^ e' et + ^ e" : cela si- 
gnifie que les zones où les tensions sont nulles sont alors distantes des bords 
extérieurs des lames partielles, de quantités respectivement égales au tiers de 
l'épaisseur de ces lames. 

7. Déterminons actuellement le changement de figure de la lame bimétal- 
lique (*). 

a définissant la direction de la normale menée par un point M de la lame à la 
température ô ; soit «o l'angle de direction de la normale menée par le même 
point M à la température Cq. Soient encore, aux températures et Sq? as et ds^ les 
longueurs d'un des éléments de la courbe de contact des lames comprenant les 
mêmes points, dd et doL^^ les angles sous-tendus des centres de courbure respec- 
tifs par ces éléments ; on aura 



d-x I djLf, 

, — = —, - - 1 

j fis 

i 



p ds po dst 



(*) On trouvera plus loin, n° 9, une solution simple de ce problème, pour le cas où la figure 
primitive des lames est circulaire. 
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(1*011 en substituant dans l'équation (^4)? 



da doL^ ô — ô, 

ds ds^ h 



mais on a par définition 
(3.) 



ds 



mettant cette valeur dans Téquation précédente multipliée par ds^ il vient 

d^ 

da — rfao = Sû?ao-+- (^ — ^0) -r-* 

Or il est clair qu'il est indifférent d'écrire ds^ à la place de ds dans le dernier 
terme, puisque [Q — Bq)s est de l'ordre des dilatations que nous regardons comme 
très-petites : effectuons ce changement et mettons pour s sa valeur (3i), nous 
aurons 



da — da^ = [Q — 0o) iyda^ -|- -J j ; 



puis, en intégrant, 



a^ = {Q — 0,) (/«oH-^) 



Nous n'écrivons pas de constante, ce qui suppose que les angles a, a© ^^ l^s 
arcs ^0 sont comptés de la même origine, et que cette origine est le point d'encas- 
trement des lames : en effet, au point d'encastrement où a© et Sq sont nuls, on doit 
avoir a := o, quelle que soit la variation de température Q — 0^, D'après le choix 
que nous avons fixé antérieurement pour l'origine des angles a, nous devons 
supposer que le point d'encastrement est situé sur le prolongement de Taxe des j. 

Soit 

(33) - = Vi^r. 

l'équation précédente deviendra 

(34) a_a,= (0 — e,)a)ao (*). 

(*) On déduit inversement de la formule (34) 

ô — 00 = "i 

équation qui montre comment les variations de température peuvent être mesurées au moyen de 
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La quantité a> pourra ainsi être considérée comme étant le coefficient de flexion 
angulaire ou d'inflexion de la lame. 

On a maintenant entre les différentielles des coordonnées rectangulaires, celles 
de rélément de longueur et les angles a et ao, les relations 

dx = cosa ds^ dy = sina cÎj, 
dxo = cos «0 ^^0 ? ^yo = sîn «0 ^0 ] 

d'où, en vertu des relations (3a) et (3 1), 

dx — dxo=z (cosa — cosofo) ^-^o-l- (^ — ^o) ycosadso, 
dy — dy^ = (sin a — sin a^) ds^ -h (6 — 0^) y sîn a ds^ : 

mais les déformations étant considérées comme des quantités très-petites du pre- 
mier ordre, on a 

cosa — cosao = — sinao (a — ao) = — (9 — 9o) wafosinao , 
sin a — sîiiao= + cosao (^c — «o) = -f- (0 — ^o) ^«qCOSol^^ 

en vertu de la relation (34). Substituant ces valeurs dans les équations précédentes, 
et observant que Ton y peut mettre a© à la place de a dans les derniers termes, 
il vient 

ds 
dx — dTo= — (9 — 9o) (^«0 sînao — y cosa©) -r^ da^^ 

ds 
dy — r/^o = -h (9 — 9o) (wao cosofo -h y sin «o) ^ dcf.^ ; 

ce qui donne, pour le cas général où la figure primitive de la lame est quelconque, 

X — Xo=(S — 0o) I (ycosao — wao sinao) -7-^ ^«o, 
(35) 

(7 sinao -f- wa^j cosao) ^ dtx^. 



Tobservation du changement de direction de la normale passant par un point donné d'une lame bi- 
métallique de figure quelconque; deux observations des directions d'une normale et des tempéra- 
tures correspondantes, suffisent pour déterminer le coefficient wa» relatif au point considéré. Telle 
est la théorie de l'appareil connu sous le nom de Thermomètre-BrégHet. 



THÉORIE DES LAMES BIMÉTALLIQUES A DIRECTRICE CIRCULAIRE. 95 

Les limites de Tintégration sont telles, que les coordonnées du point d'encastre- 
ment ne varient pas avec la température. 

8. Les intégrations indiquées ici s'effectueront aisément dans le cas où la figure 
de la lame peut être considérée comme approximativement circulaire à la tempé- 
rature 00. 

Soit en effet r^ le rayon du cercle correspondant à la surface de séparation des 
lames à cette tempiérature, on a 

(36) 5o = roao, -T^ = ro: 



</a, 



si Ton pose alors 



(37) -=r 

la valeur de w deviendra 

(38) w=j-|-y, 

et les coefficients y et a> seront indépendants de a^. Mettant dans les équations (35) 
à la place de 7 sa valeur w — y , et ayant égard à la deuxième équation (36), on aura 

[cD(cosao — olq sinao) — ucosaoj <^«o • 

y — jo=(6— 60)^0 I [o)(sînao -f-aoCOS(7o) — usiiioTo] éiao^ 

*/o 

olservant que 

d.oio cosao= (cosao — a'osin «o) rf«o« 
(I,(Xo sinao= (sin a© H- ««cosa©) rfa© , 

l'intégration va s'effectuer immédiatement, et il viendra 

X — OTo = (^ — 0o) '•o (w^o cosao — '^ sin a J , 

y — Jo = (^ — ^o)''o [wflfosînao — ''^ (1 — cosofo)]- 

On peut, sans altérer le degré d'approximation, substituer à Tq et «0 '^s valeurs 
correspondantes à une température quelconque; cela nous permettra de suppri- 
mer les indices qui accompagnent /• et a dans ces expressions et dans l'équa- 
tion (37) : d'un autre côté, si Ton désigne par oc' et y les coordonnées correspon- 
dantes à une température 6', et qu'après avoir écrit les valeurs de x' — .Tq et de 
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f — Yq on en retranche les précédentes, on aura 

x' — x= (Ô' — 6) r(c«)acosa — usina), 
' ^^ j'— j=i(ô' — 0)r[a>asina— u(i — cosa)], 

équations d'où la température Ôq est éliminée, et qui feront connaître les variations 
des coordonnées correspondantes à une variation donnée 6' — 6 de température. 
Ces formules supposent la lame fixée de position au point où elle rencontre Taxe 
des ^, et sa direction maintenue en ce point parallèle à Taxe des x ; la concavité 
est d'ailleurs dirigée dans le sens des y positifs. 

9. L'application des formules générales (35) au cas qui nous occupe, a Tincon- 
vénient de ne pas mettre en évidence la nature de la courbe résultant de la varia- 
tion de température. Voici une démonstration plus directe. 

Le rayon de courbure js^ étant constant à la température 6^, dans le cas où la 
figure est circulaire, il résulte de la formule (24) que le rayon de courbure p à la 
température 6 est pareillement constant. La lame bimétallique étant donc supposée 
circulaire à une certaine température, reste circulaire à toute autre température. 

L'équation (2^) donne, en posant t = w? 



(4o) 



I -|-v(ô — G,j 



d'où, aux quantités près du second ordre, 

(40 p — .00=^— poî>(^ — 60). 

Cette expression permet d'assigner à la constante u une signification précise ; elle 
représente en effet ce que l'on pourrait appeler le coefficient de contraction du 
rayon p. 

L'axe des jr passant par le point d'encastrement, et la direction de Tencastre- 
ment étant perpendiculaire à cet axe, il s'ensuit que le centre du cercle reste con- 
stamment sur ce même axe. Si donc l'axe desx passe également par le point fixe, et 
que a et a^ désignent les angles que font avec le prolongement de Taxe des jr, aux 
températures 6 et 9o, les rayons aboutissant à un même point matériel de la lame, 
on aura 

(4^) x^psmor, y =z p (i — cosa); 

(43) Xo = posinao5 y^z^p^^i — cosato). 
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Mais on a vu que rallongement proportionnel g = y (6 — 6^) est constant dans 
toute l'étendue de la lame; on aura donc, entre les arcs correspondants à un même 
point, et à compter du prolongement de Taxe des j", 

pa = pocxo [i + 7(0 — 60)]; 

d'où Ton tire, en vertu de l'équation (4o)? c* posant la relation (38), 

résultat identique avec l'équation (34). Si donc on substitue pour p et a leurs 
valeurs précédentes dans les équations (4^), on aura 

X=po[i — v(e — eo)] sin [a, -f- roa, (0 — 0o)], 

j = |5o[i-u(e-ej]{i-cos[a, + r^a,(6-Oo)Jj, 

expressions qui feraient connaître directement les coordonnées d'un point défini 
par l'angle a^ dans le cercle primitif. En effectuant le développement de ces expres- 
sions et négligeant les termes du second ordre, puis, ayant égard aux équations (43), 
on obtiendrait les valeurs explicites de x — jr© et J'—Jo données sous le n® (38 bis). 
Les formules que nous venons d'établir ont l'avantage de pouvoir être appliquées, 
quelque grand que soit l'angle a^ ; mais si les formules du numéro précédent 
cessent de convenir à de très-grandes valeurs de cet angle, elles suffisent encore 
pleinement au cas des chronomètres où il n'atteint pas une demi-circonférence. 

10. Détermination expérimentale des constantes (ù etv, — Transportons actuelle- 
ment l'origine des coordonnées de la lame bimétallique sur l'axé du balancier: 
il suffira, pour cela, de changer dans les équations (39) j* en j -h r et y en 
y-hr[f -Hy'(ô' — ô)], ou d'augmenter la variation f — y de la quantité 
r^ (9' — ô) ; tirant ensuite les valeurs de x' et y\ il viendra 

. x' =iX -\- \b' — 6) r(û()acosa — -jsina), 

(44) 

y =,y -h (0' — 6) r[cDasina — v (i — cosa) — 7']. 

Élevant au carré ces équations et ajoutant membre à membre, on a, en négli- 
geant les termes du second ordre, et désignant par r' et r les rayons vecteurs aux 
températures 6' et 6, 

r'* = r* -f- a (Ô' — Q)r\ o)a (jccosa -h/sîna) — u [xsiiia-j-j (i — cosa)] — -//(. 

Or, relativement aux nouveaux axes, on a 

X = rsinoLy j =^ — rcosaj 

VII. i3 
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d'oii 

xcosoc -f- y sina = o, 

xsina -hj (i — cosa) = r(i — cosa) : 
il s'ensuit 

(45) r" = /•' — 2 (6' — 0) ;' [u (i - cosa) — y'cosa] . 

Cette formule nous servira au calcul des moments d'inertie. Passons /•* dans le 
premier membre, et divisons ensuite par /' -h r ; nous aurons, aux termes près du 
second ordre, 

(4^) '•' — '' = — (^' — 0) r^j (i — cosa) — /rosa]: 

nous indiquerons plus loin Tusage de cette équation pour la détermination du 
coefficient u. 

Reprenons la relation (34) dont il a été donné une seconde démonstration n® 9, 
nous en déduirons 

a' — ao = (ùct-o (6' — 6o) , 

équation qui, combinée avec la proposée, donne, en négligeant les termes du se- 
cond ordre, 

(47) a' — a= wa(6'— 0). 

Imaginons qu'avant d'opérer la section des lames bimétalliques pour rendre 
l'une de leurs extrémités libres, on ait marqué, sur leur pourtour, des divisions qui 
fixent les valeurs primitives des angles a, l'origine de ces divisions étant au point 
même de jonction des lames et de la barrette; supposons, d'autre part, que l'on ait 
le moyen d'observer la variation des directions de la normale correspondante à 
une division a et de mesurer celles des températures : l'équation (A7), appliquée 
à un nombre convenable d'observations, fournira la valeur du coefficient wa, et 
l'on en déduira celle de w. 

Voici comment les observations angulaires pourront être faites : le balancier 
étant monté sur un cercle divisé, de manière que son axe coïncide ou à peu près 
avec l'axe du cercle, on disposera tangentiellement aux lames, et au point défini 
par l'angle a, un léger miroir plan ; on dirigera sur ce miroir une lunette munie 
d'un réticule, et l'on fera tourner le cercle qui porte le balancier de manière à 
amener dans le champ de la lunette l'image d'un objet éloigné et à faire coïncider 
cette image avec un fil du réticule parallèle à Taxe du balancier. La lunette sera 
dès lors fixée; on fera la lecture du cercle et Ton notera la température. Celle-ci 
venant à changer, la direction du miroir variera, et Ton agira sur le cercle de 
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manière à rétablir la coïncidence de l'image avec le fil du réticule. Il est clair 
que, dans cette nouvelle situation, le plan du miroir sera parallèle à sa direction 
primitive : la variation de la direction de la normale entre les deux observations 
sera donc accusée par la différence des lectures du cercle. 

Soient /' et / les lectures correspondantes aux températures ô' et ô, lectures que 
nous supposerons croissantes quand on fera tourner le balancier en sens contraire . 
de l'angle a, Téquation (47) deviendra 

(48) /'_/=:coa(9' — 6): 

6 étant arbitraire, on le fera, pour plus de commodité, égal à la moyenne des 
valeurs observées de 6'; il s'ensuit que Tinconnue l aura précisément pour va- 
leur la moyenne des lectures /'. L'ensemble des valeurs actuellement connues de 
/' — / et de 6' — fournira celle du coefficient wa, et la différence entre les /'— / 
observés et leurs valeurs calculées wa (ô' — 9) montrera jusqu'à quel point la 
lame bimétallique fonctionne régulièrement. La valeur de coa pourra être très- 
exacte sans qu'on réussisse à en obtenir une également satisfaisante de o), attendu 
que l'angle a ne sera généralement donné qu'assez grossièrement ; pour cette rai- 
son, il conviendra de prendre cet angle égal à son maximum, en plaçant le miroir 
près de l'extrémité libre de la lame. Néanmoins, l'emploi du procédé que nous indi- 
quons aura le grand avantage de déceler les moindres défauts d'une lame bimé- 
tallique, si l'on peut compter sur l'exacte évaluation des températures. 

L'objet éloigné sera convenablement remplacé par une seconde lunette faisant 
fonction de collimateur, et dont le réticule sera vivement éclairé par une lampe 
placée à l'oculaire. 

On pourrait encore remplacer les deux lunettes par une lunette unique dirigée 
normalement sur le miroir, et munie d'une glace mince à faces parallèles, inclinée 
à 45** sur l'axe de la lunette, et placée entre l'œil et loculaire : une lampe, disposée 
latéralement, enverrait par réflexion sa lumière sur les fils et déterminerait la for- 
mation d'une image négative des fils par les rayons réfléchis sur le miroir que porte 
la lame bimétallique ; l'observation consisterait à tourner le cercle de manière 
à amener la coïncidence entre l'un des fils et son image produite par réflexion. 

Avec le système proposé, on se trouverait dans l'obligation d'étudier séparément 
chacune des delix lames; mais on pourrait, à l'aide d'un artifice assez simple, les 
étudier simultanément. Il suffirait pour cela de placer les deux miroirs aux extré- 
mités d'un même diamètre du balancier, en dirigeant leurs surfaces réfléchissantes 
dans le même sens, et limitant l'étendue de l'un des miroirs à un plan passant à 
peu près par l'axe de la lunette ; de cette manière, chacun des miroirs n'enverrait de 
rayons et n'en recevrait que par l'une des moitiés de Tobjectif. On aurait donc à 

i3. 
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la fois dans le champ les deux images produites par les miroirs ; mais leurs inten- 
sités seraient réduites de moitié. Ayant réglé une première fois le parallélisme des 
miroirs en opérant la superposition des images réfléchies, il arrivera peut-être que 
les images resteront en coïncidence ou ne s'écarteront que très-peu : alors il suffira 
de pointer le milieu des images, et le résultat représentera la moyenne des deux 
lames. Les valeurs de a devront elles-mêmes différer très-peu et l'on en prendra 
la moyenne pour calculer w. 

Nous ne pouvons indiquer ici comment on assurera Texacte détermination des 
températures ; on aura sans doute à faire quelques essais avant d'y parvenir. 

Le coefficient v s'obtiendra par la mesure des variations de distance des points 
de la lame bimétallique à l'axe du balancier, ainsi qu'il résulte de l'équa- 
tion (46); toutefois on ne l'obtiendrait entièrement dégagé du coefficient de dila- 
tation y', qu'en opérant sur un point de la lame distant de 90° du point d'encas- 
trement. Quoi qu'il en soit-, voici comment l'appareil de mesure pourrait être 
disposé. Établissons deux puissants microscopes dont les axes soient sensiblement 
parallèles et distants d'une quantité à peu près égale au diamètre moyen du balan- 
cier : ces microscopes, dont les objectifs auraient même distance focale, seraient 
munis d'un micromètre commun, formé d'une série de fils parallèles et rappro- 
chés; le châssis, mû parla vis micrométrique, porterait deux fils perpendiculaires 
aux précédents et disposés de manière à pouvoir être amenés simultanément vers le 
milieu du champ de chacun des deux microscopes. Ce système étant fixement posé 
au-dessus du balancier, et l'axe de celui-ci répondant à peu près au milieu de 
l'intervalle des axes des microscopes, on ferait tourner le balancier autour de son 
axe jusqu'à ce que l'on pût voir, entre les deux mêmes fils rapprochés du réticule, 
les images de deux points choisis aux extrémités d'un même diamètre du système 
des lames : par un petit mouvement, il serait facile de donner à ce diamètre une 
direction sensiblement parallèle à celle des fils. On amènerait alors les fils mobiles 
du micromètre respectivement en coïncidence avec les deux points. Dans ces con- 
ditions, la distance des deux points, égale, en vertu de la parfaite similitude des 
lames, au double du rayon vecteur de l'un d'eux, sera mesurée par l'intervalle 
compris entre les positions des fils mobiles fournies par les pointés. 

11 va sans dire que les microscopes sont supposés protégés contre les change- 
ments de température. 

Soient : k la valeur commune d'un tour de vis des microscopes ; i* et i^, les lec- 
tures correspondant respectivement aux pointés faits avec le microscope voisin de 
la tête de vis et avec le microscope opposé, lorsque la température est 9 ; p' et if\ les 
lectures analogues lorsque la température devient 6'; ;( la distance des axes op- 
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tiques des deux microscopes mesurée dans le plan des objets (*) : l'intervalle com- 
pris entre les points observés sera ;^-i- k (i'i — if)k\a température ô, et ;^-i- k{s^\ — i*') 
à la température 6' ; le premier étant égal à a r et le second à 2 r', on a 

2 ( r ' — r ) = /t ( 1/'. — i^ 1 ) — A ( i^' — i^ ) -, 

d'où, en vertu de l'équation (46), et posant 

[] =• n - [y (i — cosa) — y'cosa], 

A* 

on déduit 

(5o) r' — ^'',_V=U(e' — 0). 

6 étant arbitraire, on le prendra égal à la moyenne des températures obser- 
vées ô' ; en conséquence, on devra prendre V égal à la moyenne des différences 

Appliquant l'équation ( 5o) à l'ensemble des observations, on obtiendra la valeur 

de U, et Ton aura ensuite 

X u , 
/ K \ h 7 cos« 

(5l) ri' 

* ' y := . 

I — COS a 

Le résultat fourni par ce procédé ne sera pas sensiblement affecté de l'erreur 
commise sur a, si l'on opère sur des points voisins des extrémités des lames, pour 
lesquels a diffère peu de 180°; mais alors y dépend de 7'. Cependant on peut s'assu- 
rer que y n'est, dans les cas ordinaires de la pratique, qu'une assez faible fraction 

k U 

de — » en sorte que la valeur de 7' telle que la donnent les auteurs, c'est-à-dire 

non obtenue au moyen d'expériences faites sur l'acier des lames bimétalliques, 
aurait encore toute la précision nécessaire. 

On pourra, si l'on veut, déterminer le coefficient 7' au moyen de l'appareil lui- 
même ; et, bien que les dimensions dont on dispose soient très-faibles, le résultat 
sera plus sûrement applicable que celui que fourniraient les tables usuelles; il aura 
d'ailleurs toute la précision que comporte le mode actuel de détermination de la 
quantités : on effectuera ainsi en même temps la mesure de r. 

Pour cela, il faudra substituer aux deux points que nous considérions tout à 
l'heure, deux autres points pris sur un diamètre de la barrette et appartenant à la 



(*) Nous désignons par axe optique d'un microscope la droite qui va du centre optique de Tob- 
jectif à la position du ûl mobile correspondante à l'origine des tours de vis. 
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surface de séparation des laines bimétalliques. La distance de ces points étant 2r à 

la température ô, soit ar' leur distance à la température 9\ et soient, comme plus 

haut, i', i',, i/ et i^', les pointés faits aux deux microscopes à ces températures, et V 
une constante; on aura 



ir' — 2r = A(^'', — i/' — V) : 



mais cette dilatation a d'ailleurs pour expression a/ y' [Q' — 6), on aura donc 



^-v^' — V"=i^/(0' — 0). 



Faisant égal à la moyenne des 6' et V égal à la moyenne des différences i'', — i»', 
on obtiendra la valeur du coefficient —y' en appliquant cette formule à Tensemblc 



des obser^'ations, et Ton en déduira y' quand tir aura été mesuré. 

Quant à cette mesure, soient : R Tintervalle connu de deux traits d'une règle 
divisée que Ton mettra sous les microscopes; tv.et {\\ les pointés faits sur ces 
traits; on aura 

d'où, en substituant dans la précédente expression de a r, 

ar = R4-A[i', — w, — (i;_tv)], 

équation que l'on appliquera, sans avoir égard à la température à laquelle auront 
été faits les pointés. 

Il est évident qu'une simple addition, celle d'un cercle gradué, faite à l'appareil 
dont nous nous occupons, permettrait de remplacer celui qui nous a fourni l'éva- 
luation de la quantité wa ; car le diamètre qui passe par les points considérés étant, 
dans les observations précédentes, toujours ramené suivant une même direction, 
les lectures du cercle accuseraient la variation de direction de ce diamètre, et, par 
suite, le changement de la direction du rayon vecteur de l'un des points obser^'és. 

Soient en effet a et a' les angles des rayons vecteurs r et r' avec le prolongement 
de l'axe des j aux températures et ô', on a 

X = r sin z , J ^^ — '' ^^^ ^ ^ 
a'== /'sina', y' = — /'cosa': 
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ces valeurs étant substituées dans les équations (44)^ il vient 

résina' = 4- r sina 4- (6' — 6] r[a>acosa — usina] 
— r^ cosa' = — rcosa ■+■ (6' — 6) r[û()asina — u (i — cosa) — /j^ 

d'où Ton tire, en négligeant les quantités du second ordre, 

sin (^' — â) = (6' — e) [wa — (u 4- y') sina]. 

Soient / et /' les lectures du cercle correspondantes aux températures $ et &\ et 
posons, pour abréger, 

(5i bis) W = wa — (^4-7') sin a, 

nous aurons ' 

d'où l'on tirera, au moyen des observations et comme il a été dit plus haut, la 
valeur de W. Celle-ci, jointe à la valeur de v obtenue ci-dessus, permettrait de déter- 
miner (ù si cela était nécessaire. Cette valeur serait sensiblement indépendante de 
u et Y dans le cas où a serait voisin de 1 80^. 

On verra bientôt que le seul des deux coefficients w et u dont on ait à se servir 
est le second. Si donc, au lieu d'appliquer le procédé qui vient d'être décrit pour la 
détermination de u, on préférait employer l'un de ceux qui font connaître w indé- 
pendamment de V, on aurait recours à l'équation (38), qui donne 

(Sa) , u = w — 7. 

Mais on serait obligé de calculer le coefficient y, au moyen des données phy» 
siques du balancier ; cependant on verrait que cette quantité est luie sorte de 
moyenne entre y' et 7", et qu'elle est une faible fraction de a>. Pour ce motif, on 
pourrait accepter le résultat d'un tel calcul, fait seulement en vue de la détermi- 
nation de V au moyen de w. Dans ce cas, si l'on combine les équations (5i bis) 
et (5a), il vient 

W , sin a 



(Sa bis) 



u 


— 


a 


T- / - 


a 


■/ 






sina 


■" y 








A ~~^ 


a 




Cl) 


z 


W 

a 


-H(/ 


-7) 


sina 
a 






sina 










I — 
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Pour obtenir les meilleures déterminations, il faudra encore que a soit le plus 
voisin possible d'une demi-circonférence. 

Ces valeurs de u et w dépendent du coefficient de dilatation y qu'il faudrait ce- 
pendant obtenir directement, s'il est possible. Or la combinaison des deux modes 
d'observation qui ont fourni les coefficients U et W nous en offrira le moyen. 

L'élimination de v entre les équations (5i) et (52 bis), conduit en effet aux va- 
leurs suivantes de y et «, 



. _^V _ 



A V f sina\ , / sin a 

-râl' — Tj + 'z r*« — r 



•> 



a 1 — cos a 

(52 ter) 



sin a 

w 



OL I — cosa \r 9. ' / 



Le même appareil peut donc à la fois servir à la mesure de r et à la détermination 
des coefficients y, y', y et w. Il serait intéressant de comparer le coefficient de dila- 
tation y ainsi obtenu, avec celui que donnerait son expression (3o) en fonction 
des éléments constitutifs des lames. 

Moment d'inertie du balancier autour de son aoce de rotation. 

11. Masses compensatrices. — Les moments d'inertie autour d'axes ne passant 
pas par le centre de gravité des masses sont, comme on le sait, égaux au produit 
des masses par le carré de la distance de leur centre de gravité à l'axe de rotation, 
augmenté du moment d'inertie autour d'un axe parallèle à celui-ci et passant par le 
centre de gravité. 

Soient : M l'une des masses compensatrices, et Mp^ son moment d'inertie à la 
température ô, par rapport à un axe passant par son centre de gravité et parallèle 
à l'axe de rotation ; v r la distance du centre de gravité à la courbe de jonction des 
lames partielles; v désignant un nombre très-petit supposé positif quand le centre 
de gravité est extérieur à cette courbe ; j3 la valeur de l'angle a correspondant à la 
normale passant parle centre de gravité. Il est évident que le carré de la distance 
du centre de gravité à Taxe de rotation s'obtiendra en changeant, dans la valeur (45) 
de r'^ ren r(n- v) et a en jS : enfin p devenant p [i -4- y" (6'— 6)] à la température Q\ 
Mp'^ se changera en Mp^ [i ■+- ay"(ô'— ô)]. On aura donc, pour la somme des 
moments d'inertie des deux masses compensatrices, à la température 5', 

(53) 2Mr-(i-+-î2v)--4IVl/'*(6' — e)[u(i — cosp) — /co5;3]-|-2M/5*[i-ha7"(ô'— 9)], 
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expression où les termes indépendants de (5' — 0) sont les sommes des moments 
d'inertie à la température 6, 

12. Lames bimétalliques. — Décomposons chaque lame en éléments dm compris 
entre des plans normaux infiniment voisins, et soit r (i -+- v«) le rayon vecteur du 
centre de gravité de Tun de ces éléments, y, désignant une quantité très-petite et 
positive quand ce centre de gravité est extérieur à la courbe de contact des lames : 
il est évident qu'on aura le moment d'inertie de l'élément dm à la température 9\ 
en multipliant dm par la valeur de r'* [équation (45)], dans laquelle on mettra 
/'(n- V,) à la place de r. Car, pour rester dans les mêmes limites d'approximation, 
il faudra négliger le moment de dm par rapport à l'axe passant par son centre de 
gravité, moment de Tordre de e" dm ou du second ordre par rapport au précédent. 

Soient d'ailleurs û la section de la lame, D sa densité moyenne, on aura 

lim = Dilr(i-+- V,) flîa, 

puis, au moyen de l'équation (45), en y distinguant le rayon vecteur du centre de 
gravité de dm par l'indice ,, 

f 

r\^dm=z /•* (i-f- 2V,) dm — '2 (0' — (f) /* ['jrf//i — (v -h 7') Dilr(i -h Vj)cosarfa]. 
En intégrant entre les limites o et a, il vient 

t r\*dm = mr^ (i -h 2V,) — 2 (6' — 6) r* [y m — (u -h y') Dîîr (i -|- v,) sîna] ; 
mais on a d'ailleurs, entre les mêmes limites et pour l'une des lames, 

m = Dilr ( I 4- V, ) a : 

au moyen de cette relation, on obtient, pour la somme des moments d'inertie des 
deux lames, à la température 0\ 

(54) 2mr'(i-|- 2v,) — 4m/'(e' — 0) fv— (^j+y') ^]- 

S'il était nécessaire de calculer la valeur de v<, on trouverait 

D' désignant la densité de la lame d'épaisseur e', et D" celle de la lame d'épais- 
seur c". 

VIL. i4 
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Le calcul que nous venons de présenter est simple ; mais comme l'emploi de la 
densité moyenne D pourrait ne pas paraître suffisamment clair, nous exposerons 
en note un autre mode de calcul (*). 

(*) Soient [fi^, 6) : le centre du balancier; OA le rayon aboutissant à rcncastrement ; AA, la 
courbe de contact des lames ; p' son rayon à la température ô' ; C le centre de courbure situé sur le 
rayon OA, ainsi quMl a été dit n** 9. Menons deux plans normaux infiniment voisins et faisant avec 
OA les angles a' et o! -j- c/a', et soit dm l'élément de masse compris entre ces plans et deux surfaces 
cylindriques concentriques décrites de C avec les rayons p' -h a et p' 4- a -h ^a ; / étant la largeur 
des lames et D| la densité au point M situé à la distance a de la courbe de contact : on aura 

dm = D, / (p' -h u) da! du\ 

mais on peut substituer à cette expression celle qui répond au volume du même élément à la tem- 
|)crature 0, et pour laquelle, D désignant la densité, on a 

dm = D/ (r-f- a) dadu. 

Le moment d'inertie de cette masse élémentaire est 



OM dm. 
Or on a, en désignant la droite OC par c, 



OM' = (p' -h w)' -h c^ -h 2 (p' 'hu)c COS '/, 
ou, en négligeant les termes du second ordre, 

OM =p"-|- ap'a-h 2p'c cosa. 
Par des considérations déjà employées, on tirera aisément de l'équation (4i) 

p' = r— ur(Ô'— .0). 

Quant à c, sa valeur est c = ÔÂ — ÂC = r [i -|- 7' (0' — Ô)] — p' ; d'où 

c = r(u4-y)(ô' — G). 

Substituant ces valeurs dans l'expression de OM , il vient, aux termes près du second ordre, 

5m'=i= r» [i — 2u (0'— ô)] -f- 2ru -+- 2r> cosa (u -4- 7') (Ô'— ô); 
au moyen de quoi, le moment d'inertie élémentaire devient 

Ôyidm = r^dm [i — au (Ô' — Ô)] + 2r« Ida [Dudu -+- r cosa (u H- 7') (ô' — 0) Ddu]. 
Dans l'intégration relative à a, D variera d'une lame à l'autre. Soient D' la densité de la lame 
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13. Masses régulatrices. — Ces masses se meuvent le long d'une vis dirigée vers 
Taxe du balancier. Désignons-les par M', et soient, à la température : Ç' les dis- 
tances de leurs centres de gravité à Taxe de rotation ; M'p'^ leurs moments d'inerlie 
autour d'axes parallèles à ce dernier et passant par leurs centres de gravité : les vis 
étant en acier, ainsi que la barrette sur laquelle elles sont fixées, tandis que les 
masses M' sont en laiton, on aura, pour la somme de leurs moments d'inertie à la 
température 6\ 

(56) 2 M'?'> [1 -f- 27' (6' — 9)] -h Jm'p'« [i -4- 27'' (0' — 6)]. 

Barrette, cuve et masses complémentaires. — Désignons par 3TlJl^ le moment d'inertie 
à la température 6, des masses comprenant la barrette, l'axe du balancier et ses 
appendices^ et par iDïl'A'^ la somme des moments d'inertie des masses complé- 



intérieure, D*' celle de la lame extérieure, e' et ^" leurs épaisseurs respectives; les limites de^Tinté- 
gration étant — <?' et H- e'\ on aura 

C Dudu = - ( D" e"' — D' e'') : 

intégrant ensuite entre les limites o et a le terme qui dépend de cette variable, il xiendra 

ÇWl dm =z=/,/r'[i— 2u(ô' — ô)] -h r» /a (D'^f''' — DV) 

-h 2r»/rsina (D'V 4- D'é?') (u 4- 7') (ô' — 0). 

Intégrant d'ailleurs Texpression de dm, on aura 

m = /ar(D"6'" H- D'e') + i /a{D'V'"— D'^'O» 



ou 



m 






Au moyen de ces valeurs, il vient 



expression qui, étant doublée, s'accorde avec la somme (54)> en vertu de la relation (55). 
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mentaires que nous supposerons être faites en acier ; on aura, à la température ô', 

(57) [aK^'-h231^'Jl'>][i-h2/(e' — 9)] (*) 

pour la somme des moments d'inertie de ces diverses pièces. 

On fait ici abstraction de la minime erreur introduite dans la variation des mo- 
ments d'inertie des deux palettes en rubis, par l'application du coefficient 7' à ces 
appendices. 

13 bis. Nous avons désigné (n*^* 2 et 3) par A le moment d'inertie du balancier à la 

température 6, et par a = — l'accroissement qu'il subit par chaque accroissement 

d'un degré de température. 

Pour former ces valeurs, il nous suffira de réunir les moments d'inertie obtenus 
sous les marques (53), (54), (56) et (67); la somme des termes indépendants de 
(ô'— .0) sera égale à la constante A, et celle des coefficients de (ô' — 6) sera la valeur 
de a. On aura ainsi 



(58) 



(59) 



A= • aM/-' (n- av) -haM/)* 
-f- !imr^ (i-f- 2v,) 

a = — 4Mr^[^J — (^J-\- y') cos(3] -h 4Mp'y" 

-f- aOlL^»/ 4- aSOlL'cjR'*/. 



(*) Nous avons considéré les masses DXL' comme fixées directement à la barrette, bien qu'elles 
soient insérées sur le prolongement des lames bimétalliques. Si Ton voulait tenir compte de cette 
circonstance, il faudrait les traiter comme des masses M, auxquelles correspondraient des angles p 
très-petits : il en résulterait, dans la valeur de a du numéro suivant, un terme 

— 4 sOri'^'» (u -h 7') sin' - p 

que nous négligeons à cause de son extrême petitesse, et pour ne pas trop compliquer les calculs. 

Les artistes pourraient, dans la construction, réduire de beaucoup ces angles p, et les termes né- 
gligés seraient effectivement sans influence. 
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On en tire, en négligeant les termes en v et v,, 



(59 iw) 



a— 2A/==— 4M/*(u-|-7')(ï — cos/3)-h4M p^f—y') 



sina 



-4mr«(u-|-/) i-^:^ -h4MV"{7"-7'). 



La substitution des valeurs (58) et (69) dans l'équation (5) du n® 2, en ayant 

^A 
ëgard à ce que A tient lieu de — » fournirait l'équation de condition relative à la 

compensation. C'est ici le lieu de faire une remarque. Quelques personnes pour- 
T'aient croire que le problème de la compensation consiste à déterminer la position 
des masses compensatrices ou l'angle |3 qui la fixe ; en effet, supposons formée l'équa- 
tion de la compensation, on pourra la résoudre par rapport à cosj3, qui entre dans le 
premier terme de la valeur de a et ne figure pas ailleurs ; mais il est fort impro- 
Ijable à priori qu'on en tire une valeur réelle de j3, puisque son cosinus doit rester 
c:ompris entre les limites ± 1 . Pour que la solution soit réelle, il faut donc que les 
éléments du balancier remplissent déjà certaines conditions. Ce n'est pas seulement 
^n faisant varier la position des masses compensatrices que l'on peut espérer réa- 
liser la compensation; car il est visible que la variation de l'angle j3 ne produira 
cd'effet qu'autant que les masses M auront elles-mêmes une grandeur sensible. La 
compensation exige donc en outre une répartition des masses oscillantes remplis- 
sant de certaines conditions; on ne peut pas d'ailleurs se bornera satisfaire à ces 
seules conditions, car on s'exposerait à construire un appareil dont les battements 
s'écarteraient trop de ceux qu'on se propose d'obtenir. 

14. Variations simultanées Aket Art. — On a vu (n^^) comment l'observation d'un 
chronomètre, soumis à des températures variables et modifié dans la composition 

de son balancier, permetd'obtenir les quantités A, a, x et — » pourvu que l'on puisse 

sissigner les variations A A et A a que cette modification produit dans les valeurs 
primitives de A et a. Maintenant que les valeurs explicites de ces quantités sont 
connues, il sera aisé d'évaluer leurs variations A A et Art. Nous avons renoncé à ob- 
tenir le moment d'inertie du balancier à l'aide des formules que le calcul intégral 
permet d'établir pour chaque corps de forme définie, à cause de la complication 
de la figure de cet organe et des erreurs que pourraient entraîner les mesures 
directes effectuées sur des coi'ps de très-petites dimensions. De même que la mesure 
d'une capacité de figure quelconque peut s'obtenir en la remplissant d'un certain 
nombre de volumes égaux d'un liquide que l'on sait mesurer facilement et avec 
exactitude à cause de leur forme simple et définie, de même il nous a paru que 
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révaluation du moment d'inertie du balancier pouvait être ramenée à déj)endre de 
la mesure directe des moments d'inertie de pièces présentant une forme simple. 

C*est aussi par les accroissements A A et Aa que nous avons donné le moyen 
d'obtenir A et a; ajoutons que les premiers détermineront généralement les seconds. 
En effet, la variation du moment d'inertie d'une pièce isolée du balancier produit 
un changement simultané dans les valeurs de A et de a [équations (58) et ( Sq)] ; et 
si Ton fait varier plusieurs moments d'inertie à la fois, il n'en pourra résulter de 
variation nulle dans A ou dans a qu'autant que les variations auront entre elles cer- 
tains rapports que nous fixerons plus loin. 

La lame bimétallique étant censée étudiée, on ne pourra pas se proposer d'en 
faire varier le moment d'inertie. On ne pourra pas non plus changer ceux de la 
, barrette et de l'axe dont les masses réunies sont désignées par 3îl. Il reste ceux 
des masses M, M' et DXi\ 

Les masses compensatrices M sont celles qui déterminent le principal ternie 
de a ; leur variation peut donc être utilisée pour la détermination de cette quantité. 
Les masses régulatrices M' peuvent donner lieu à des changements dans les mo- 
ments d'inertie, soit à raison d'un simple déplacement longitudinal, soit par la 
substitution d'^autres masses; mais cette substitution ne sera pas nécessaire, attendu 
qu'on obtiendra le même effet en faisant varier le nombre des masses complémen- 
taires OÏL', et la variation due au déplacement de M' permettra de compléter au be- 
soin un changement fixé à l'avance. En conséquence, nous ne ferons pas varier les 
masses M'. 

Le coefficient a peut encore varier avec l'angle |3. Pour comprendre toutes les 
variations praticables, nous écrirons les variations de A et a comme il suit : 

Ari = — 4 A { Mr'[u — (u H- /) cos(3] — Mp'y"] 



(*) En formant ces variations, on a négligé la variation de M'p''. Or le moment d'inertie de la 
masse M' qui est un écrou, est la diflcrence entre les moments d'inertie d'un cylindre plein et d'une 
vis à filet triangulaire; et Ton verra ci-dessous (n® 16) dans une note relative au calcul exact du 
moment d'inertie d'une nîs à filet triangulaire, que ce moment varie avec l'angle que le rayon vec- 
teur du creux du premier filet fait avec l'axe des moments. Toutefois on verra en même temps que 
le terme dépendant de cet angle est du second ordre de petitesse : nous pouvions donc négliger la 
variation de M'p'^ 



VARIATIONS SUCCESSIVES DE A ET «. 1 1 1 

Nous donnerons ci-dessous l'expression des deux seules variations qu'il reste à 
évaluer, celles des moments d'inertie des masses M et des masses M'; mais il est 
évident, d'après ces formules, qu'il suffira, pour faire varier simultanément A et «, 
de faire varier le moment d'inertie M/^ -+- Mp*^ des masses compensatrices M. 

IS. Variations successives de A et a. — Bien que l'on puisse trouver quelques 
inconvénients à opérer deux variations successives dans les moments d'inertie des 
pièces du balancier, peut-être ces inconvénients seront-ils compensés par quelques 
avantages. 

I** Variation de A seulement. On égalera à zéro la valeur (6i) de Aa, et l'on 
tirera celle de A?', 

^62) Af'= • 

4MTv(. + i^ 

le coefficient v excédant très-notablement 7' et y", la variation de M/*^ devra 
n'être pas trop grande, afin que A^' reste une petite quantité; toutefois on par- 
viendra aisément à ce résultat en disposant convenablement du nombre des 
masses 3(ïL\ Il suffira, en effet, que la course disponible des masses régula- 
trices M' puisse équivaloir à l'addition ou à la suppression d'une paire de 
niasses complémentaires 2OIL'. D'après la valeur de AÇ', cette course disponible 

devrait être égale à ^ au moins, ou à - -^ |', attendu que -p- différera 

peu de l'unité (*). 

La variation de 0' étant effectuée au moyen de l'expression (62), on aura pour 
la variation correspondante de A 



(63) AA=aAJMr'[. + av + "~^"y^^^]-Mp'^2:^ 

0? Variation de a seulement, La variation A A devant être nulle, on tire de 
l'équation (60) 

fg,^ At'— 2A[Mr^(i -^ 2v) H- Mp^] H- ASOR/^^R.^^ 

4MT(.-.if) 



(*) Soit Ç' = «y»"», et la course disponible 2"^" ; il faudra que 3ÏL' n'excède pas - de M' : si la 

2 
course disponible n'est que de i"", OIL' devra être moindre que- M'. 
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On voit que les conditions relatives à la course disponible de M' sont les mêmes 
que plus haut. 

Ayant réglé la position de M' d'après Téquation précédente, on obtiendra, par 
la substitution de A0' dans l'équation (6i), 

(6:-;) Art - — 4 A ÎMr* [(i -+- 2v) y'-h -j — (v + f) cosjSJ — Mp' (/— /)|. 

Cette expression n'est comparable que pour la forme à l'expression (63), attendu 
que les valeurs des variations A qui figurent dans leurs seconds membres seront 
généralement différentes. 

L'application des formules de ce numéro et du précédent repose sur l'évaluation 
des changements des moments d'inertie des masses M et DXi'; nous allons présenter 
actuellement leur calcul. 

Moments d'inertie des masses compensatrices et des masses complémentaires. 

1 6. i"^ Masses compensatrices. — Ces masses ont la forme de cylindres droits dont 
les génératrices sont parallèles à l'axe du balancier, à cela près qu'elles présentent 
une rainure circulaire dans laquelle la lame bimétallique est engagée ; en outre, 
elles sont fixées sur les lames au moyen d'une vis. La rainure et la vis présentent 
une complication dont on se débarrassera aisément. 

La variation du moment d'inertie des masses compensatrices s'obtiendra en 
substituant à l'une de ces masses une autre masse qui ne diffère de la première 
que par la hauteur de la partie cylindrique extérieure aux lames bimétalliques. 

Les variations des Mr^ et Mp^ seront égales aux produits de /•* et p^ par la dif- 
férence des masses. Les quantités V étant extrêmement petites, et leurs variations 
très-faibles, on négligera l'effet de ces dernières. 

Voici un autre moyen d'éviter ces difficultés. Imaginons les masses M composées 
de deux pièces et de la vis, l'une se fixant sur la lame bimétallique comme d'ordi- 
naire, mais terminée à Tune de ses faces parallèles par un filet de vis à axe paral- 
lèle à l'axe du balancier, l'autre avant la forme d'un cylindre concentrique à 
ladite vis et présentant un écrou par lequel il puisse être fixé sur la première pièce, 
le diamètre de cet appendice pouvant être quelconque. Il est clair que la variation 
du moment d'inertie de M s'obtiendra par le changement de la seconde masse 
cylindrique, et que l'évaluation du moment d'inertie pourra se faire comme s'il 
s'agissait d'un cylindre plein, pourvu que la cavité où pénètre la vis soit la même 
dans tous les cas, et que l'on ne fasse pas varier l'angle /3. 

Dans les deux procédés, la quantité v peut être considérée comme se rapportant 
à l'axe commun des parties cylindriques des masses; cette quantité v sera connue 
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par des mesures directes, puisque r(i -4- v) exprimera la distance du centre de 
gravité de la partie variable de la masse M à Taxe du balancier, et les facteurs de 
Mr'** et Mp^ dans les expressions (60) à(G5) seront des constantes déterminées, à 
Texception de j3 que Ton peut faire varier à volonté. 
On aura donc 

{66) A.Mr'= r»AM, 

et il restera à déterminer A . Mp^. 

Or on sait que le moment d'inertie d'une masse cylindrique M autour de son 
axe de figure est égal au produit de M par la moitié du carré du rayon du cylin- 
dre. Soit donc t, ce ravon, il viendra 



(«7) 



^ 9. 
' 2 



suivant que le ra^on du c>lindre aura été conservé ou changé. 

7l^ Masses complémentaires. Ces masses se composent d'une tète de vis ayant la 
forme d'un cylindre, et d'une vis à filet triangulaire de même axe que la tête de vis. 
Cet axe est perpendiculaire à celui du balancier. 

Nous commencerons par calculer le moment d'inertie d'un cylindre autour 
d'une droite perpendiculaire à son axe de figure. 

Prenons l'axe des moments pour axe des x et Taxe du cylindre pour celui des z : 
décomposons le cylindre en tranches par des plans perpendiculaires à l'axe des z; 
soient z la distance d'un de ces plans à l'origine des coordoiniées, et z -h rfz celle 
d'un autre plan infiniment voisin ; décomposons la tranche d'épaisseur dz en sec- 
teurs cylindriques au moyen de plans passant par l'axe du cylindre, et soient a 
et a-^da les angles que deux de ces plans consécutifs forment avec l'axe des 
moments; enfin décomposons le secteur élémentaire au moyen de surfaces 
cylindriques ayant pour axe commun l'axe des z, et soient p et p -h dp les rayons 
de deux surfaces consécutives. 1) étant la densité de la matière du cylindre et dm 
son élément de masse, on aura 

rfm = Ddz p doc dp ; 
et le moment d'inertie de cet élément dm aura pour expression 

(j* -h 2') dm = Ddz da (2* -h p' sin*a) p dp^ 

à cause de / = |0 sina. Intégrons par rapport à p, de |5 = o à p = / rayon du 
VII. i5 
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cylindre, il viendra 

/ (j'-h^*)^/'' = Ddzda ( ^* -" -^ 7" î*i"*a) ^ 

intégrant par rapport à a de a = o à a = a r:, on aura 

LHntégration par rapport à z entre les limites z© et z,, abscisses des extrémités du 
cylindre, donnera 

= 0»r' {r, - z.) (iL±i.^ÎL±i: + j r'). 

Soient a/ la longueur du cylindre, Z la distance du milieu de a/ à l'origine des 
coordonnées, ou Tabscisse du centre de gravité ; on aura 

2, -h ^0= aZ, 

z ^ *"~" Zo -^ a » I 
d'où 

Zi = Z + /, 

Zo = Z — /; 
puis 

z, Zo= Z' — /*. 

Observons enfin que la masse m du cylindre a pour expression 

m = D 2 TT r* /, 

quantité égale au facteur D;rr* (z< — Iq) de l'intégrale précédente, et nous aurons 

f{y -h z') fini = m (z'-4. ^ /«-h i r*)i 

en écrivant pour plus de simplicité un seul signe d'intégration. 

Soient donc, relativement à la tête de la vis Oîl/' : m' la masse, z' la distance du 
centre de gravité à l'axe du balancier, a /' la longueur dans le sens de l'axe de figure, 
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/•' le rayon ; le moment d'inertie sera 



m 



'(^"^5'"+r") 



Quant à la partie filetée, soient ; m" la masse, z" et /" les quantités analogues à 
z' et /', f une longueur comprise entre le rayon aboutissant au creux du filet et 
celui qui aboutit à son sommet; le moment d'inertie pourra évidemment s'écrire 



m 



"{^""-^'^^""+\''"") 



puisqu'en prenant successivement r^ égal à Tune et à l'autre de ses limites, on aurait 
les moments d'inertie de deux cylindres pleins entre lesquels se trouve compris le 
moment d'inertie cherché. Disons immédiatement qu'on aura toute l'exactitude 
nécessaire en prenant r^ égal à la moyenne des deux rayons aboutissant au creux 
et au sommet du filet ; c'est ce que du reste nous démontrerons dans une note (*), 
pour ne pas nous interrompre. 



(*) Moment d'inertie d'une vis à filet triangulaire, autour d'un axe perpendiculaire à son axe de 
figure, — Conservant les mêmes axes et le même mode de décomposition de la masse totale qiu^ 
dans le texte, nous aurons encore, après une première intégration, 

dm = Ddadz — û^, 
(jv ^ z^)dm = Ddadz- («'p'-i- - p* sin^a U 

p désignant ici le rayon vecteur de la courbe intersection du filet de la vis par le plan z, rayon in- 
cliné de Fangle a sur Taxe des x. Nous supposerons que le sens positif de Tangle a soit de x vers j. 
D nous faut actuellement rechercher Téquation de la section du filet de vis. 

Le filet est limité par deux surfaces distinctes tournant leur convexité, Tune vers les z [msitifs, 
l'autre vers les z négatifs. Soient : A le pas de la vis, r le rayon du creux, / la hauteur du filet, ^ Tin- 
clinaison de la génératrice sur Taxe de la \'is. 

Dans la première de ces surfaces, désignons par h la distance à l'origine des coordonnées, à la- 
quelle la génératrice rencontre l'axe de la \is; z étant Tabscisse d'un point m (fig* 7) de cette géné- 
ratrice, on aura 

p = {h — z) tang(p, 
et la valeur de /* sera 

{« /, = A ^-^^-^^^ , 

27r 

I j. 
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On aura donc pour l'une des masses complémentaires on', 






a, désignant une constante. Or on a (railleurs 

[b) /=--Atang^, 

d'où 

a — 7. 

(c) /i=/cnlff - 







Oïl a donc, pour équation polaire de la section faite à la distance 2, 
(fi) ?=/- ^*— 2tang<p. 

TT 

Soit V la valeur de a pour la(|uelle on a u -=. r, on tire de cette écpiation 

[e) v = 0L,-\- j[r-^z tang<p). 

Celle-ci fera connaître inversement la valeur de la constante a<>; il suffira pour cela de se donner ta 
valeur de v correspondante à une section faite à une distance z quelconque. 

ÉliminoTis 2 entre les équations [d) et {c), l'équation de la section prendra celle autre forme 



ik 



cette équation est celle d'une spirale. 

Dans la seconde surface on a, relativement à un point m' [fig* 7), 

P= y* — h') tang<p, 

h' désignant Tabscisse du p<»inl où la génératrice rencontre Taxe du cylindre. Les génératrices des 
deux surfaces étant censées appartenir à une même section faite suivant Taxe du cylindre, les va- 
leurs de a sont les mêmes, et, en considérant les régions des deux surfaces qui se rencontrent dans 
le creux d^m (ilet, on a entre h' et h la relation 

h — A' = 2rcot o. 

Au moyen de cett<» relation et de la valeur (r) de A, Téqualion précédente devient 

X — a„ 
p = /' -h r -f- 2 tangç — J ? 
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L'évaluation des longueurs ne présentera pas de difficultés. On déterminera les 



et l*on reconnaît que la valeur de a pour laquelle p devient égal à r est identique avec la valeur (e) 
de V. Les deux sections ont ainsi un point commun dont les coordonnées sont r et v. Par l'élimina- 
tion de s au moyen de la relation (e) on trouve 

{g) ?=r—r- 



1Z 



La comi^araison de cette équation avec Téquation (/") montre (pie la section de la seconde surface 
est une autre spirale symétricpie avec la première, par rapjwrt au rayon vecteur qui fait Fangle v 
avec Taxe des x. Passant dans un morne membre tous les termes des équations (/) et (^), et mul- 
tipliant ensuite, on a, pour Téquation unique qui représente les deux courbes, 



(p-^?-[{(«-'')]' = o- 



En mettant dans cette équation la valeur (e) de v^ on aurait l'équation de la surface d'iuie vis à Qlet 
triangulaire, entre les coordonnées z, a et p. 

De la symétrie des deux courbes on conclut qu'elles doivent se rencontrer sur le prolongement 
du rayon r. Si dans l'équation de la première on fait a — t' = 7r, et dans celle de la seconde 
a — !> = — TT, on obtient la valeur commune p = /•-+-/. Les directions v -\- iz et v — ir, dont l'angle 
est 2ïr, coïncident effectivement. 

Posons, pour plus de commodité, 
{h) u = a — f, 

les équations [/) et (g) deviendront respectivement 

P = '*-f-/- 
p = r— /-. 

Nous aurons à remplacer dx par du et a par v -\- u dans les expressions à intégrer : les valeurs (/) 
de p devront y être successivement substituées, et les intégrations relatives à u s'étendront, pour la 
première, de u = o à u= -i- it; pour la seconde, de « = — tt à u = o. 

La valeur de 1 dm se composant d'éléments égaiLX deux à deux dans les deux sections, il suffit 

évidemment de considérer l'intégrale relative à l'une d'elles et de doubler le résultat : on a ainsi 



u 



dm = Ddz I (r-h^/ij du: 



l'intégrale indéfinie est ^--. f /• -h - a | ; d'où 

3/\ TT y 



(y) J''(r-h^i.y.//. = ~[{r4-/)'-/-'] = Tr^r^-hr/-h^/^ 
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masses partielles /n' et w!' en pesant un filet de vis pareil à celui dont il s'agit, et de 



il s'ensuit 



dm = D^3 7r(r*-4- r/-H ^ 



Errfm, il désignant la longueur de la vis, il vient, en intégrant par rapport à 2, 

Cette expression est remarquable en ce qu'elle est indépendante du pas de la vis. 

Par la substitution des valeurs de p et de a, les expressions du moment d'inertie élémentaire 
propres à chacune des sections considérées deviennent respectivement 

[x' 4- z^)dm = ^ L^ ^r-f-/^y 4- i K+ZH* sin^'tf -t- ^)\ du. 



( 



a^ -t- «') dm = ? 2' /r— /- j + i (r— /- j sin' (a -h i')! ^^'* • 



les limites des intégrations relatives à u sont o et tt pour la première expression, et — ir et o pour 
la seconde. Or ^ a désignant une fonction de a, on a 

I (fudu= — I ffudu= I ffud( — w) = 1 y( — u)du: 

il s'ensuit que , pour ramener les limites de la deuxième intégrale à coïncider avec celles de la pre- 
mière, il suffira de changer le signe de u dans le coefficient différentiel de la deuxième expression. 

De cette manière, le signe de /- redeviendra le même que dans la première , tandis que a -f- p se 

TT 

changera en v — u, et l'on aura, pour la somme des moments d'inertie élémentaires correspondants 
aux deux courbes. 



H ( '^ "^/"j [C»S2 {v-i- u) -I-COS2 (p — u)] > dUj 



ou 



bien 



(/) (x^-\-x^)dmz=Ddz\ z^ (r-\-/!^\ -f-Mr-h/"| — i cos 2p fr 4-/ -\ cos 2 a L/ii. 



tt ' 



Nous avons obtenu, équation (y), l'intégrale de [r-{-/ - ) du; on aura de même 



('") 



r {r-)rf ^y du - r (r* + 2r'/+ 2r'/' + r/> -H ^ /M 
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la comparaison de sa longueur avec la longueur a l" on déduira la masse m" ; la 
masse totale jn' étant connue par une pesée, on aura m' en en retranchant m . 

L'expression précédente renferme le terme ir-\-/ - j cos 2 udti qu'il faut aussi intégrer. A cet elfet, 
en intégrant par parties, on a les deux formules 

r( /-«V ^ '/ . r'^V • Pf Ci r"V~* • 

I l''-t-y -) cos2/iaw = H — l'''^^' "l ^^^^'^ — f l''"'"/") smaarf//, 

I ('■+/-) sm2arftf = l''"^-^") c^**>2''-+- — / \^~^f~) cos2Ufiu; 

d'où les intégrales définies 

c f ^f^y , pf c^ i ^^\^' . 

I l^-t-y-j cos 2iiaii = — ^— f ('•-l-y-) sm2atfa, 

/ ('■"+"/") sin2ttrfa = 4-~ / (^^f") cos^wJm— - [(r-h/)/' — r^]. 
On en déduit successivement 



/ (''"+'/") sin2iirfa = /, 



cos2iiaa = H — — » 

2 TT 



Substituant ces diverses valeurs dans Fintégrale du second membre de l'expression (/), il vient 

_|eos.,^(.'+./4-3i/'-i-j;)]. 
Or on a, par les équations [e) et (^), 

f />) rfz = - cot* fifi» = — dp : 

ïT ^ 27r 

au moyen de cette valeur, et en mettant le polynôme (r' -h /y^ - /M en facteur commun, Tex- 
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La variation des moments d'inertie DïL'Jif^ s'obtiendra, avons-nous dit, par l'ad- 
dition ou la suppression d'un ou deux couples des masses Dïi'; mais, si l'on devait 




pression précédente devient 



3X/7 I , 

o n' \ 9. , I _ 

Intégi'ons entre les limites z, cl z,, c, et v,, il viendra 



I (x'-\-y')dm = 1iit(r'+r/-^-^A 1 1 






~76";^l ' ; I (sma.,- sma.^.) 

Posant, comme nous l'avons déjà fait, 

et mettant la quantité «, — z, ou 2/ en facteur, on aura, eu é^ard à la valeur (/ ) et aux for- 
mules {^) et (b), 



J(.'-^.VV^' = - z^-^^/'^^(^4-^/)V^/--^-- 



/ 



(^) 







— - \ sm477 - 

2 7r' \ ^ Â 



— COS ( 2 «>o -h 4 r 7; j 



La quantité v^ est Tangle formé par le rayon vecteur mininuim r dans la secti(m extrême diri^'ee vei-s 
les z négatifs. 

3 f- 

On peut remarquer que le dernier terme est toujours moindre que -7 --; il est de l'ordre de /». Si 

4 ^* 
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opérer par substitution, il y aurait avantage à employer des filets de vis pareils, 
ce qui réduirait la variation de Dît' Jl'^ à celle du premier terme de la seconde ex- 
pression (68). 

17. Réglage et compensation ; première approximation, — Nous avons présenté 
dans le numéro précédent les moyens d'évaluer les moments d'inertie des masses 
M, M' et 3TL' et leurs variations. Nous avons donné au n° 14 l'expression des varia- 
tions simultanées A A et Aa qui résultent des changements opérés dans les mo- 
ments d'inertie. Enfin le n** 15 contient l'exposé des procédés à employer pour 
faire varier isolément les quantités A et a. Nous pouvons considérer actuellement 
les variations A A et Art comme connues. 

Au moyen de ces éléments, les formules du n° 4 permettent toujours d'obtenir 

les valeurs de A et a; elles donneront en outre, suivant les cas, celles de x et ^^ 
que nous pourrons généralement nous dispenser d'employer. 

Lorsque la marche d'un chronomètre dont les constantes A et a auront été 
déterminées, sera observée sous des températures variables, on aura, par les for- 
mules (9) et (12) du n° 3, les valeurs des corrections (?A et an à appliquer aux 
constantes A et a, pour obtenir le réglage et réaliser la compensation. Il s'agit 
actuellement d'en déduire les modifications que doivent subir en conséquence les 
moments d'inertie des masses M, M' et DïL'. ' 



donc on néglige les termes de cet ordre, l'expression du moment d'inertie se réduit à celle que nous 

avons obtenue en substituant à la vis un cylindre de rayon égal k r -i — /. 

La présence du terme en v^ montre que le moment d'inertie d'une vis de densité donnée ne dépend 

pas seulement de ses dimensions et de la distance de son centre de gravité à l'axe des moments, mais 

encore des angles que font avec l'axe des moments les rayons vecteurs menés aux points correspon- 

2/ 
dants am creux du filet dans les deux sections extrêmes : l'un d'eux étant c,, l'autre p^ H- ^tt— • 

sm47r 7 
A part le cas où / serait très-petit et le rapport -— égal à l'unité, le terme dont il s'agit dis- 

2/ 
))araîtra dans deux circonstances : 1° lorsque le double du nombre -7 des filets de la vis sera un 

k 

nombre entier; 2** lorsque le double de l'angle v^^ augmenté de Famplitude angulaire de la vis 

2/ , 

27r -— » sera égal à un nombre impair de quadrants, ou, en d'autres termes, quand le rayon vecteur 

du creux du filet correspondant au milieu de la longueur de la vis fera un angle de 45° avec Taxe des 
moments. 

VII. 16 
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A cet effet, reprenons les équations (60) et (61) du n® 14, et changeons-y les A 
en (J; posons, en outre, pour plus de simplicité, 

(69) d\ = m'Vâl'(i^^^-pj H-cî201L'Jl'% 

(70) i»' = u — (v 4- 7') cosjS ; 

enfin, convenons que les quantités r^, p', v et |3 ne varieront pas, afin d'éviter les 
complications inutiles; les équations ci-dessus donneront 

2[(i + av) r»+ /s'] âM + 5X = ÔA, 
— 4{^J'r* — y"p*)âM-^-2y'il = ^a: 

on en tire 

(7,) |[yH-(i+2v)7'],'-(7"-7>«|cïM = i/cîA-^cî«, 

(y.^) |[^'+(i+2v)7']/» — (7''— 7')|0*|5X=(vV— 7"p»)5AH-^[(i-hP.v)r»H-f*]cïa. 

Ces formules feront connaître (JM et c^X; néanmoins on remarquera que les 
résultats seront d'autant mieux déterminés que le coefficient de ces inconnues 
différera davantage de zéro. Or, en vertu de la valeur de u', ce coefficient se 
transforme en 

[a(v + /)sin»i(3-rav./],--(/'-/)f', 

quantité qui s'annulerait sensiblement si l'on avait ]3 = o; car on doit se rappeler 
que y', -jj" et v sont des quantités très-faibles par rapport à u. On aurait les résultats 
les mieux déterminés, si les masses M étaient établies aux extrémités des lames 
bimétalliques pour lesquelles |3 est voisin de 180°; mais ce ne serait pas conve- 
nable, attendu que dans la seconde approximation on fera varier l'angle /3, et 
que, si l'on avait tout d'abord |3 = 180**, cos|3 n'éprouverait plus de variation 
sensible dans le voisinage de cet angle. La variation de cos|3 sera le plus sensible 
quand |3 approchera d'être un angle droit; c'est pourquoi nous conseillerons de 
suivre en cela les usages des praticiens, qui placent les masses compensatrices à 
angle droit avec la barrette. 

Dans ces conditions, les formules (7i)et (7a), jointes a la relation (70), serviront 
convenablement à déterminer (JM et c?X. 

La correction c^ M sera facile a réaliser, puisque le rayon de gyration p ou le 
rayon correspondant du cylindre peutrester le même que celui de la masse primi- 
rive M. Si c^ M est positif, il faudra remplacer la masse M par une autre égale à 



RÉGLAGE ET COMPENSATION. — DEUXIÈME APPROXIMATION. laS 

M -f- c?M; ce que l'on obtiendra en construisant un cylindre d'une hauteur un 
peu trop grande : on réduira ensuite graduellement cette hauteur, jusqu'à ce que 
Ton soit parvenu, en consultant les indications d'une bonne balance, à obtenir le 
poids correspondant à M -h c^ M. Il va sans dire que si âM est négatif, on n'aura 
qu'à réduire la masse primitive en ayant encore recours à l'emploi de la balance. 
Quant aux moments d'inertie des masses M' et Oïl', on tire de l'équation (69), en 
ce qui les concerne, 



(7») 



H = 



^»'î'(-;f) 



On examinera d'abord si la valeur de c^X pourra résulter d'un simple déplacement 
des masses M'. A cet effet, supprimant le terme dépendant des masses D\L' dans 
l'équation (73), on obtiendra une valeur de cJÇ', qui sera ou ne sera pas réalisable, 
selon que la course disponible sera ou ne sera pas suffisante. Dans le premier cas, 
il n'y aura point à faire varier les moments d'inertie SïU'M.'^. Dans le deuxième 
cas, il faudra augmenter ou diminuer, par paires, le nombre des masses 31L', ou 
même opérer au besoin des substitutions de ces masses, de telle manière que la 
valeur de â^' fournie par l'équation (73), en ayant égard à la variation âlD\l'S{!^^ 
tombe,entre des limites qui permettent de la réaliser. 

C'est ici le lieu de faire remarquer qu'avant d'expérimenter un balancier, il con- 
viendra de placer les masses M' vers le milieu de leur course. 

Il est sans doute superflu d'indiquer que la variation (J§' sera mesurée au moyen 
du nombre de tours et parties de tour des vis qui conduisent les masses M', et dont 
la grandeur du pas est censée connue. 

18. Réglage et compensation; deuxième approximation. — Les opérations dé- 
crites dans le numéro précédent fourniraient la solution du problème, si l'on pou- 
vait compter sur la parfaite exactitude avec laquelle elles devraient être accomplies, 
et si, en outre, l'inertie du ressort spiral se trouvait exactement représentée par les 

différences entre les valeurs vraies de A, a, x, — et celles fournies par l'observa- 
tion de la marche du chronomètre. Il est donc probable que le résultat fourni par 
la première approximation laissera généralement à désirer ; mais il sera néanmoins 
suffisamment approché, pour qu'il ne soit plus nécessaire que d'opérer de petites 
corrections. 

Les valeurs de A et a, correspondantes à l'état du balancier après la première 
approximation, s'obtiendront en ajoutant respectivement aux valeurs primitives de 
ces quantités les corrections âAetâa réalisées lors de cette première approximation . 

16. 
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Dans ce qui va suivre, A et a désigneront les quantités ainsi obtenues, et rfA 
et âa exprimeront les nouvelles corrections à appliquer à ces mêmes quantités. Ce 
que nous disons de A et a s'appliquera également à toutes les autres quantités 
dont les variations ont été réalisées dans la première approximation. 

Le chronomètre ayant été de nouveau soumis à des températures variées et sa 
marche observée, les formules (9) et (i a) du n® 3, en y introduisant les nouvelles 
valeurs de A et a, feront connaître c? A et ^a. Pour effectuer ces corrections, nous 
reprendrons encore les équations (60) et (61), en y changeant les A en &. 

Les variations (J A et c^a étant par hypothèse très-faibles, et supposant d'ailleurs 
que la course disponible des masses régulatrices M' soit encore suffisante, nous ne 
conserverons que les variations de §' et cos/3. Alors les équations (60) et (61) 
donneront 

4M/' (v + /)acos;3 + 8/M'l' (1 + i ^\ §«' = da 5 
d'où 

(74) or= ** 



I JÇ'\' 



^mi-^if) 



(75) 



> o ^^ — 27' ja 
COSii = -î • 

^ 4Mr'(u-4-7') 



La valeur de âS,' peut être réalisée sans difficulté. Quant à celle de d^cosjS, on y 
pourrait substituer la variation (J.rcosjS qui exprimerait le chemin dont il fau- 
drait déplacer les masses M dans le sens du rayon qui va au point d'encastrement 
des lames bimétalliques. Cette manière d'opérer paraît susceptible de quelques 
avantages. 

Si l'on croit devoir pratiquer directement la correction angulaire c^jS correspon- 
dante à (?cos^, on pourra ajouter à cos^ la correction (JcosjS, et chercher dans les 
tables l'angle correspondant au cosinus corrigé, angle dont l'excès sur la valeur 
primitive de ^ sera la correction c^ j3 : autrement, il faudrait tirer cette correction 
de la formule 

(76) s.n-<î(3= P^-^(*). 



sin (/3 + ^ d^\ 



(*5 On aura sans doute remarqué que, dans nos calculs sur les différences finies A et 3, les termes 
des ordres su|)érieurs par rapport aux A et * n'ont été négligés nulle part. Cela était nécessaire, attendu 
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i9. De la possibilité d* opérer le réglage sans altérer la compensation. — Un chro- 
nomètre étant compensé, mais son mouvement étant jugé trop lent ou trop rapide 
pour l'usage auquel on le destine, est-il possible de faire varier sa marche au 
moyen des vis réglantes M', sans en altérer la compensation ? Peut-on, par exemple, 
transformer un chronomètre de temps moyen en chronomètre de temps sidéral, 
ou vice versât sans risquer d'en faire disparaître la compensation? Telle est la ques- 
tion que nous nous proposons d'examiner ici. 

Reprenons les formules du n° 3, où ij désigne ïe changement que Ton veut 
obtenir dans l'intervalle des battements, et z la variation de cet intervalle par 
degré de température. Les deux formules qui donnent les variations de A et a 
sont (9) et (12) : la première détermine (JA en fonction de c?/; mais la seconde 
doit être simplifiée en conséquence de l'hypothèse que le chronomètre proposé 
est déjà compensé. Faisant donc s = o dans cette équation, on en tire, attendu 
que j' n'est pas nul, 

ia a 

Or les équations qui déterminent les variations de S,' et cos|3 propres à réaliser &a 
et (JA sans substitution de masses, sont les équations (74) et (75) du numéro pré- 
cédent : la première servirait à déterminer la position des masses régulatrices ; 
quant à la seconde, en y faisant d^cos j3 = o, puisqu'il ne peut être question que 
de régler et non de modifier la compensation, on en tire 

équation qui, combinée avec la précédente, fournit la condition 

Mais si l'on fait aussi z = o dans l'équation (i i) du n° 3, ce qui revient à écrire 
l'équation relative à la compensation, il vient 

a \ dr. 

Â"" X rfô "~" ^' 

^^^^ • 

que les différences A en particulier ne devaient pas être supposées })etites, et que les autres pouvaient 
acquérir des valeurs trop considérables pour qu'il fût permis de négliger leurs puissances ou produits 
des ordres supérieurs. Or, bien que nous supposions la première approximation déjà satisfaisante, il se 

pourrait, dans quelques cas extrêmes, que la formule ^p = r-~- fût insuffisante; c'est pour- 
quoi nous avons donné la formule (76). 
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on devrait donc avoir, entre les constantes du ressort spiral et le coefficient de 
dilatation de l'acier, la relation 

(l^bis) -—=27. 



X 



Telle est la condition qui devrait être remplie pour que le réglage fiit praticable 

d^ 
sans troubler la compensation. Elle ne pourrait l'être qu'autant que — serait 

positif, ce qui est peu probable. En fut-il d'ailleurs ainsi, il faudrait sans doute, 
pour satisfaire à la condition précédente, modifier les proportions du ressort 
spiral. Or ces modifications seraient-elles conciliables avec les conditions relatives 
à l'isochronisme que les artistes ont déjà tant de peine à remplir? 

Il ne paraît donc pas possible de changer la marche d'un chronomètre au 
moyen des seules vis de réglage, sans altérer plus ou moins la compensation. 

20. Des effets du réglage sur la compensation, — D'après ce qui vient d'être 
exposé, il peut y avoir quelque intérêt à rechercher dans quelles limites on peut 
modifier la marche d'un chronomètre au moyen des vis de réglage, sans trop nuire 
à la compensation. Désignant toujours par jr ^t y la durée de l'intervalle des 
battements aux températures Q et 0', on a, suivant l'équation (7) du n° 3, 

(77) ày=iy^[Q'-Q)dz, 

z ayant avec les éléments du balancier la relation (11) 







z a 


I dx 
X d9' 




on en déduit 














y Si— iSjr _ 


A$a 


aSA 

m 






^ r(x-i-Sr)~ 


A(A-t- 


3\)' 


on a d'ailleurs, 


suivant 


l'équation (9), 

s\ Sr 







enfin les variations de a et A, lorsqu'on opère seulement au moyen des vis de 
réglage, ont entre elles la relation 

tirée de l'équation (75), comme il a été dit dans le numéro précédent. Éliminant 



I • 
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ia et JA entre les trois dernières équations, on trouve, toutes réductions faites, 

/ • *r \ 

(78) 5, = .^ + (a/-î)( ,- 




Si l'on suppose que le chronomètre était compensé primitivement, auquel cas on 
a 2= o et •- = - -T^» la valeur de âr' devient 



(79) cîy=cîj-^(o'-e)(./-i^ 







Le second terme de cette formule exprime l'altération due au réglage pratiqué 
isolément dans un chronomètre compensé. 
Les valeurs de &z et ây ne peuvent être discutées, au point de vue numérique, 

tant que les rapports t ^^ ~ jq n'auront pas été fournis par l'observation. 

La condition, pour que la compensation ne soit point altérée par le réglage, 
s'obtiendrait en égalant à zéro le coefficient de (6' — Q) dans l'expression (79) : 
on retomberait ainsi sur l'équation (76 bis) du numéro précédent. 

21. Mode de réglage et de compensation n exigeant pas l'étude préalable des 
lames bimétalliques. — Nous avons supposé que ces appareils ne jouissent pas 
toujours de toutes les qualités désirables. Dans le but d'éviter des travaux que la 
discussion des observations pourrait faire rejeter, nous avons conseillé l'étude 
préalable des lames bimétalliques. Mais il se pourrait que certains procédés pra- 
ticables permissent à un artiste d'obtenir sûrement de bonnes lames bimétalli- 
ques ; et l'étude que nous avons recommandée ne manquerait pas de mettre ra- 
pidement ce fait en évidence. Alors on trouvera sans doute plus commode de 
demander toutes les déterminations dont on a besoin, à l'observation du chan- 
gement de marche du chronomètre, produit par des changements connus dans les 
moments d'inertie de certaines pièces du balancier. 

Voici comment on pourra procéder dans cette circonstance : la durée j' des 
battements correspondante à la température 0\ étant toujours représentée par 
la formule 

complétée au besoin par un terme en [0' — 0)^, et désignant une température 
arbitraire et donnée; supposons qu'une première série d'observations ait fait 
connaître les valeurs de jr et z. 
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On procédera à une nouvelle série d'expériences en faisant varier les quantités 
A et a, et appliquant, à cet effet, les formules (60) et (61) du n® 14 (*). On fera 
varier le moment d'inertie de M, ou encore iDïL^âi!^, en changeant simplement le 
nombre des masses OTi\ ce qui sera sans doute préférable ; on fera varier en outre 
l'angle j3. 

Mais A a sera inconnu : distinguons par l'indice 1 les précédentes variations, et 
soient jr^ , z^ et j3| , les valeurs de ^, 3 et j3 qui leur correspondent dans la nouvelle 
série d'expériences, on aura 

(80) Aij=j'i — j, Aiz = zj — z: 

les formules (i4) du n^ 4 donneront 

(81) A = ; 9 X :^ 477 =-2— A. 

A et X seront ainsi déterminés^ sans qu'il soit même nécessaire de faire varier la 
température; mais les autres déterminations exigent l'emploi de températures 
variées pendant les trois séries d'expériences, ainsi qu'on le verra plus loin. 

La variation A^ A n'étant pas supposée nulle, ni même trop faible, nous ferons 
usage des équations (i5) et (16). Posons, pour simplifier. 



(0 = — 4-r-+('-^— )r^l 



i-h- 



[.]= 1 + 



2 y I zA,/ — jAiZ 
2 y 



ces équations deviendront 



(*) On ne pourrait pas se proposer de faire varier seulement A, attendu que, u étant inconnu, la 
valeur de AÇ' ne pourrait s*obtenir qu'en supposant nul le premier terme du numérateur de Téqua» 
tion (62), et faisant seulement varier ZdîL'^"; mais alors, suivant l'équation (63), la valeur de A A 

se réduirait à 2A.Mp* ( y^ u quantité qui serait trop faible pour conduire à une bonne déter- 
mination de A. 
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Dans une troisième série d'expériences, il conviendra de conserver la même 
variation de A, ou de faire A^A = A< A ; mais on pourra faire varier de nouveau 
l'angle ^ : il en résultera une variation Aaa différente de A< a. Soient alors y^ , Za 
et |3a les nouvelles valeurs de j^ z et |3, et posons 

(84) A,j=j, — j, A,z==^, — z; 

les valeurs de A et x devant rester les mêmes, on aura, entre les quantités obser- 
vées, la relation 

^ J ^i J -H ^1 J* = ^J ^«J -♦- ^î7% 
qui se réduit à 

A, j = A, r. 



Si l'on pose encore 



I -h- 

(85) ' -^ 



[.]= 14- 



1-1 




OD aura, comme plus haut, 

or ces valeurs devant être identiques avec celles que fournit la deuxième série 
d'expériences, il faudra que l'on ait 

^î^^« = (.)-(,) = -[a] + [i]. 

Si l'on suppose réalisée la relation A^j" = A| j^, ces deux expressions conduisent 
à la valeur unique 

A.a-A.a=( , + — ^ ) ^;y- ^'A, 

Reportons-nous à l'équation (Sq) et désignons par C la somme des termes indé- 
VII. 1 7 
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pendants de cos^i les trois valeui's successives de a seront 

a = 4 (y 4- 7') A*' M cosP -f- C, 

(87) a 4- Ai fl = 4 (v -+- /) r« (M 4- A^ M) cos(3i -h C -h A, C, 

a 4- A,a = 4 (v -H y) r' (M 4- A» M) cos(3, 4- C 4- A, C5 

on en tire 

(88) A,a — Al û = 4 (u 4- 7') /•* (M 4- A, M) (cosP, — cosPi). 

De cette nouvelle expression, comparée à celle que nous avons obtenue tout à 
l'heure, on déduit, en remplaçant A2 z — A| z par sa valeur Zj — z< , et supprimant 
les indices devenus inutiles, 



(89) y4-/=( i-h 



2 7 \ «>— 2i AA 



I Ar / 4(M4- AM)r'(cosp, — cosp.) A7 

2 T 



Il est clair, d'après cette expression, que u 4- / sera d'autant mieux déterminé, 
que les trois facteurs du dénominateur M 4- A M, cosjSj — cosjS, et A/ seront 
plus considérables ; mais, attendu que le premier ne saurait dépasser certaines 
limites, il conviendra de faire A M positif en prenant, s'il est nécessaire, M assez 
faible. Quant aux angles |3, j3, et jSj, il paraît convenable de faire ^ = 90®, et de 
prendre les deux autres angles dans le voisinage, l'un de zéro, l'autre de 180®, de 
manière que la différence cosjSa — cos|3| atteigne sa plus grande valeur absolue. 

Les valeurs de A^^ et A, j* pouvant ne pas se trouver exactement concordantes, 
on prendra pour ÙlJt leur moyenne, si la discordance reste d'ailleurs tolérable. 

Ayant ainsi obtenu v+y', on en déduira v. Formant alors la valeur AC à 
l'aide de l'équation (61), on aura 

(90) AC==- 4yr«AM4-47''A.Mp«4-8/M'A$'(i4-^ y) + i/A2aiL'il^^^ 

et les équations (87) et (88) donneront 

Aia = 4 (u 4- 7') /•• [M (cosPi — cosP) 4- cosjSi AM] 4- AC , 
A,a = 4 (v 4- /) r« (M 4- AM) (co8(3, — cos(30 4- A,a. 

* 

Au moyen de ces valeurs, les équations (83) et (86), jointes aux quantités auxi- 
liaires (82) et (85), feront connaître deux systèmes de valeurs ^^ "" wZ ^*^ ^ ' ^^^ 
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valeurs de la dernière de ces deux quantités sont les seules qui nous intéressent. 
Dans le cas d'une discordance tolérable, on prendra les moyennes. 

Les auxiliaires ( 8a) et (85) contiennent respectivement les différences A| z et A22 
ou z, — 2 et Za — z; par conséquent, il est nécessaire que les trois séries d'obser- 
vations soient faites par des températures variées, comme on l'a dit plus haut. 

Les trois opérations que nous venons d'indiquer fournissent le moyen de déter- 
miner les valeurs de A, a et u ; et si l'on suppose que la première ait été faite en 
prenant |3 peu différent d'un angle droit, les procédés décrits n^ 17 et 18 permet- 
tront de procéder au réglage et à la compensation du chronomètre proposé. Seu- 
lement, il ne faudra pas perdre de vue que les corrections (^ A, âa et celles des 
éléments correspondants du balancier se rapporteront à Tétat dans lequel il se 
trouvait lors de la première expérience, état défini par les quantités A, (t ou les 
éléments qu'elles représentent. 

22. Remarques concernant les applications numériques. — Les dimensions et 
poids des pièces d'un balancier étant très-petites relativement aux dimensions et 
poids des pièces des machines auxquelles on a fait jusqu'ici l'application des prin- 
cipes de la mécanique, il y aurait quelques inconvénients pratiques à conserver 
les unités de longueur et de poids en usage dans le calcul des machines. 

A l'effet de fixer convenablement le choix des unités, revenons à l'équation fon- 
damentale (i) du n° 2, 



= *"V^7 



OÙ j^ désigne un temps, A une somme de moments d'inertie et x le produit d'une 



force par une longueur. La quantité — est de la forme -=rj- : remplaçons-y la 

masse m par son poids p divisé par l'espace g double de l'espace que la masse m 

A 

décrirait pendant la première unité de temps dans sa chute libre ; -- prendra la 

forme f ~ 7' ^^ cette quantité ne contenant que des rapports de forces et de lon- 
gueurs, il est visible que la valeur numérique de jTj qu'elle représente, est tout à 
fait indépendante des unités de force et de longueur. Seulement, on ne doit pas 
oublier que g dépend essentiellement du choix de l'unité de temps. 

Nous ne trouvons pas d'inconvénient sérieux à conserver la seconde de temps 
moyen comme unité de temps dans les cas les plus usuels ; mais nous ne pourrons 
songer à exprimer les longueurs ou les forces que nous aurons à employer, en les 
rapportant au mètre ou au kilogramme. Il nous paraît convenable de prendre le 
centimètre pour unité linéaire, et le gramme pour unité de poids : de cette 

17- 
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manière, les poids se déduiront des volumes en multipliant ceux-ci par les densités 
tabulaires. L'unité de temps étant la seconde de temps moyen, la valeur de g à 
employer sera celle que Ton connaît, exprimée en centimètres : ainsi, à Paris, on 
aura 

(92) g = 98o'"588î (ïog= 2,991 616). 



Les explications qu'on vient de présenter peuvent être généralisées et étendues 
au cas où l'on aurait à changer l'unité de temps. C'est ce que nous allons faire 
succinctement. 

L'équation du mouvement d'un point matériel rapporté à des axes fixes est, 
relativement à l'un d'eux, 

m -^-- = 2Fcos(F,x); 



remplaçons-y encore m par -» nous aurons, en divisant ensuite par p, 

d^x __ sFcos(F,jr) 
Jdt'~' ^ 

IjC second membre de cette équation se compose de rapports de forces multipliés 
par des nombres abstraits; quant au premier membre, d^ x et g étant des lon- 
gueurs, leur rapport est pareillement un nombre abstrait : il s'ensuit que dt 
est nécessairement un nombre abstrait; c'est le nombre de fois que le temps 
représenté par dt contient l'unité de temps. Si donc on veut que dt désigne 
effectivement un espace de temps, il faut rendre homogène l'équation précédente, 

et, pour cela, remplacer le dt qui s'y trouve par — ; t désignant la grandeur de 



l'unité de temps. On a ainsi 



t' d^x __ 2Fcos(F,x) 

J IF'" ^ 



équation où, en vertu de l'homogénéité, le choix de chacune des unités de force, 
de longueur et de temps est absolument arbitraire. 

Supposons actuellement que l'on veuille substituer à t une nouvelle unité t' ; 
la quantité g, étant liée par définition à t, devra être remplacée par une nouvelle 
ligne ^ telle que l'on ait 
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d'où 

Le problème des chronomètres va nous fournir l'occasion d'appliquer ces consi- 
dérations. En effet, les observations astronomiques ne fournissent pas directement 
le temps moyen, mais bien le temps sidéral : d'un autre côté, le plus grand nombre 
des expériences à faire sur les chronomètres, donnera lieu à des oscillations s'é- 
cartant tellement des fractions données de la seconde de temps moy^n, qu'il n'y 
aura aucun avantage à conserver cette unité de temps dans les calculs relatifs aux 
chronomètres même destinés à donner le temps moyen. En adoptant la seconde 
de temps sidéral pour unité, on évitera les calculs qu'il y aurait à faire chaque 
jour pour obtenir le temps moyen. 

Enfin, faisons remarquer que s'il s'agit de régler et compenser un chronomètre 
destiné à donner le temps sidéral, il sera évidemment préférable d'adopter pour 
unité de temps la seconde de temps sidéral . 

La rotation diurne de la Terre s'accomplit en 23** 56" 4*>09o6 ou en i jour 
— 3" 55*,9094 de temps moyen : soient donc t' et t les durées respectives de la 
seconde de temps sidéral et de la seconde de temps moyen, on aura 



t' 235,Q0C)4 ^ r^ 



t-64 

en faisant usage de la valeur de g relative à Paris, on trouve 

(93) g' = 9;5^",53i ^ (log = 2,989 241). 

Telle est, en centimètres, la valeur qu'il faudra substituer à g, quand on prendra 
la seconde de temps sidéral pour unité. 

Si le chronomètre doit être réglé sur le temps moyen, et que l'on se propose de 
rapporter les observations de sa marche au temps sidéral, en conservant la seconde 
de ce temps pour unité, il faudra alors convertir en temps sidéral l'intervalle 
donné Y des battements, ce qui se fera en le multipliant par 

(94) 1 == 1 ,0027379; (log = 0,001 187 43). 

T 

Indiquons comment l'intervalle y des battements du chronomètre, à la tempé- 
rature S', se déduira de la comparaison avec un chronomètre ou une pendule dont 
l'état est censé connu. 

Soient, pour nous conformer aux usages des artistes, C l'état du chronomètre 



i. 
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ou mieux son avance sur le temps moyen ou sidéral, lors d'une première compa- 
raison ; C son avance lors d*une seconde comparaison, séparée de la première par 
un nombre J de jours et fractions de jour exprimés en temps du chronomètre ; 
juL le mouvement diurne ou par 2^ heures du chronomètre, on aura 

soit d'ailleurs i le nombre de battements par seconde du chronomètre, on aura 

(96) 'y=i- 



86400 



Enfin nous présenterons une dernière remarque concernant le calcul des masses 
et des moments d'inertie. Non-seulement il serait incommode d'appliquer con- 
stamment le diviseur g ou g' aux poids des pièces, pour en déduire les masses et 
les moments d'inertie; mais il en résulterait l'inconvénient d'opérer sur des 
nombres significatifs constamment précédés de deux ou trois zéros. On évitera 
ces inconvénients dans les calculs relatifs à la compensation, en remplaçant par- 
tout les masses par les poids; ce qui est possible, attendu que l'emploi des quan- 

tités >t et — n'est nullement nécessaire. Si cependant on voulait avoir leurs valeurs 

numériques, il suffirait de diviser par les nombres g ou g' celles qu'on aurait 
obtenues en substituant les poids aux masses. 



RESUME 



DES OPÉRATIONS ET CALCULS A EFFECTUER POUR RÉGLER ET COMPENSER 

UN CHRONOMÈTRE. 

23. Remarques préliminaires. — Les formules qui vont être résumées fournissent 
le moyen d'annuler dans l'expression de la marche des chronomètres, l'ensemble 
des termes qui dépendent de la première puissance des variations de température. 
Ainsi qu'on le verra dans le chapitre consacré à l'examen de l'influence des termes 
affectés du carré des variations de température, une partie de ces termes disparait 
en même temps que les précédents, et les termes sensibles qui restent peuvent 
être réduits, sinon annulés, moyennant de certaines conditions auxquelles les 
lames bimétalhque^ et le ressort spiral doivent satisfaire. Or, les constantes spéci- 
fiques de ces organes étant au nombre des données du problème de la compensa- 
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tion limitée aux termes du premier ordre, on peut évidemment supposer ces don- 
nées telles que les fixent les conditions résultant de la considération des termes du 
second ordre. Étant donc proposé d'efTectuer la compensation jusque dans les 
termes de cet ordre, il faudra tout d'abord satisfaire autant que possible aux con- 
ditions qui seront présentées à ce sujet n^ 34 à 37 (*). 

Ceci admis, nous rappellerons l'hypothèse qui sert de point de départ à nos 
recherches : le ressort spiral est supposé isochrone ; mais il ne suffît pas que cette 
propriété ait été constatée, il faut encore que Tinvariabilité de la position d'équi- 
libre du balancier soit assurée pour toute température, au moyen d'une disposition 
spéciale du point d'attache du ressort sur le châssis du chronomètre. Cette dis- 
position consisterait [voir n® 2) à fixer l'extrémité du ressort sur une plaque 
d'acier portant une douille concentrique à l'axe du balancier : c'est par la douille 
que la plaque serait reliée au châssis. 

Nous présentons deux solutions du problème : la première exige l'étude des 
lames compensatrices au moyen d'appareils d'optique; la seconde n'exige pas 
l'emploi de ces appareils : mais on ne doit employer cette dernière qu'après avoir 
constaté que les lames bimétalliques provenant d'un atelier jouissent des pro- 
priétés requises, et seulement pour les chronomètres provenant d'une telle origine. 
L'étude des lames bimétalliques dispensera d'ailleurs d'effectuer une des séries 
d'observations de la marche du chronomètre qui sont nécessaires pour la déter- 
mination numérique de certains éléments constitutifs du balancier. 

Étant donné un chronomètre à régler et compenser, voici quelles seront géné- 
ralement les opérations à effectuer : 

1® Étudier les lames bimétalliques^ à l'effet de vérifier si le mouvement angu- 
laire d'une normale à ces lames varie proportionnellement aux changements de 
température, ou encore, si la distance de deux points diamétralement opposés sur 
les deux lames ou la direction de cette distance, varient suivant la même loi de 
proportionnalité aux changements de température. Nous avons indiqué n® 10 
deux appareils propres à résoudre ces questions : ces appareils permettront d'ob- 
tenir, en même temps, les coefficients spécifiques des lames bimétalliques, et de 
mesurer leur diamètre et le coefficient de dilatation de l'acier employé. 

2® Mesurer les masses régulatrices et les distances de leurs centres de gravité ; 

(*) Nous regrettons d'être obligés de remettre à la fin de ce Mémoire la discussion relative à l'in- 
fluence des termes du second ordre; mais la détermination de certains éléments, nécessaire à la 
solution du problème, repose sur des opérations et calculs qui vont être résumés : nous n'avons cru 
pouvoir mieux faire que de présenter immédiatement le résumé concernant la compensation des 
termes alTectés de la première puissance des variations de température. 
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mesurer les masses complémentaires et déterminer leurs moments d'inertie autour 
de Taxe du balancier; mesurer les masses compensatrices et calculer leurs moments 
d'inertie ; effectuer les mêmes choses pour un nouveau système de masses com* 
pensatrices qui pourra ne différer du précédent que par une addition ou soustrac- 
tion de matière. 

3® Observer la marche du chronomètre à diverses températures et dans deux 
états différents, relativement à la distribution des masses. (Dans le cas où Ton 
n'aurait pas étudié préalablement les lames bimétalliques, on ferait varier la po- 
sition des masses compensatrices dans la seconde série d'observations, en la ra- 
menant à l'une de ses positions limites, et l'on ferait une troisième série dans la- 
quelle les masses compensatrices seraient amenées à l'autre position limite.) 

4** Déduire des observations précédentes les constantes du balancier dans son 
état primitif. 

5*^ Calculer les corrections à appliquer aux éléments du balancier pour produire 
approximativement le réglage et la compensation. 

6*^ Ayant effectué les corrections, observer la marche du chronomètre à des 
températures variées. 

'f Déduire des observations le déplacement que doivent subir finalement les 
masses compensatrices et régulatrices et effectuer ces déplacements. 

On a exposé (n° 22) qu'il conviendra, dans les calculs numériques, de prendre 
le centimètre et le gramme pour unités de longueur et de poids ; les poids se dé- 
duiront alors des volumes, en multipliant par les densités tabulaires. 

Si l'on prend la seconde de temps moyen pour unité de temps, le diviseur par 
lequel on passe des poids aux masses, prendra, pour Paris, la valeur 

gr=98o^",88î (log= 2,991 616). 

Quand on aura à sa disposition un chronomètre ou une pendule de temps sidé- 
ral, il conviendra d'y comparer le chronomètre proposé ; alors il conviendra éga- 
lement de prendre la seconde de temps sidéral pour unité, et la valeur de g, pour 
Paris, deviendra 

g = 975'".53i ; (log = 2 ,989 241). 

Si, en outre, le chronomètre proposé est un chronomètre destiné à donner le 
temps moyen, l'intervalle des battements que l'on veut réaliser, devra être con- 
verti en temps sidéral, ce qui se fera en le multipliant par le facteur 

i,ooa 737 95 (log =: 0,001 18743). 
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Quelle que soil Tunité de temps que l'on adopte, soient : |x Tavance diurne du 
chronomètre rapportée au temps de ce chronomètre, 1 le nombre de battements par 
seconde du chronomètre ; Tintcrvalle^' des battements s'obtiendra par la formule 

[I] if = I - 



86400 



Enfin, pour éviter l'emploi de nombres dont les figures significatives seraient 
constamment précédées de deux ou trois zéros, on pourra substituer partout les 
poids aux masses : seulement si, en dehors des exigences du problème actuel, on 

voulait obtenir les valeurs numériques des quantités x et ^ dont la signification 

sera donnée plus loin, il faudrait diviser par le nombre g les valeurs que l'on 
aurait obtenues en faisant cette substitution. 



PREMIERE SOLUTION. 

24. Étude des lames bimétalliques : 1° Détermination du coefficient d inflexion; 
observation du mouvement d'une normale aux lames sous Vinfluence de la tempéra- 
tare, et calcul delà constante v, — L'appareil a été décrit (n** 10) : l'axe du balan- 
cier étant monté concentriquement sur l'axe d'un cercle divisé et les lames bimé- 
talliques munies chacune d'un réflecteur plan, l'observation consiste à maintenir 
constante la direction du réflecteur, au moyen d'un mouvement imprimé à l'axe 
du cercle. Soient alors : G' la température et /' la lecture correspondante des divi- 
sions du cercle, supposée croissante quand le balancier tourne dans le sens des 
extrémités libres des lames à leurs extrémités fixes ; 6 la moyenne des 6' ; /la 
moyenne des /' ; on écrira, pour chacune des observations, la relation 

[U] /' — /=(oa(6' — 6), 

et de l'ensemble on déduira, par les méthodes connues, la valeur du produit cua. 
Calculant avec cette valeur celles que prend le second membre de l'équation [II] 
et comparant avec les nombres /' — / fournis par l'observation, on pourra juger 
du degré de perfection des lames bimétalliques, par la petitesse des différences et 
la marche irrégulière de leurs signes. La quantité a est l'angle compris entre 
l'origine fixe des lames bimétalliques et le point d'insertion des réflecteurs. Cet 
angle est mesuré au moyen de traits marqués sur les lames. Du produit wa on 
déduira le coefficient d'inflexion w en divisant par a. 

Ce procédé exige que l'on ait recours à quelques données physiques pour 
obtenir le coefficient de dilatation longitudinale des lames composées. Mais, eu 
égard à ce que ce coefficient est assez faible relativement à w, les erreurs des 
VII. 18 
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données physiques que l'on puisera dans les Tables en usage, seront généralement 
sans importance. 

Désignons par 

y' le coefficient de dilatation de Tacier, 

E' son coefficient d'élasticité, 

d l'épaisseur de la lame d'acier, 

y" le coefficient de dilatation du laiton, 

E" son coefficient d'élasticité, 

e" l'épaisseur de la lame de laiton, 

e = e' H- e" l'épaisseur totale de la lame bimétallique, 

y le coefficient de dilatation longitudinale de la lame composée en ses points 
communs aux deux lames partielles ; on aura 

^"v'-f-^'v" . (f e" C0S9.Ç r „ , I ,1 . i\ vi 

I H r- cot'ac 

[V] u = c«) — y. 

25. a** Détermination de la constante v au moyen des mesures micrométriques. — 
Ce procédé pourra être préféré au précédent, parce qu'il fournira en même temps 

(*) Quand les artistes voudront obtenir d'une épaisseur donnée e Teffet le plus considérable, ils 
devront la partager dans le rapport 

7' 

alors on aura simplement 




7 



Les valeurs de E" et E' obtenues par G. Wertheim conduisent très-approximativement aux va- 
leurs suivantes : 

c' 12 e' 12 c^ 17 

e" 17 e 29 e 29 "" 

en y joignant des données telles que 7' = o,ooooi25, 7^^ = 0,000 oi85 |>our 1° centigrade, on 
aurait 

7 = 0,000015, 

nombre qui, dans aucun cas, ne devrait être en erreur de plus de -^ de sa valeur. 
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la mesure exacte du diamètre du balancier et le coefficient de dilatation y' de 
l'acier dont le balancier est formé. Bien qu'on ne puisse songer, en opérant sur 
de faibles dimensions, à obtenir beaucoup d'exactitude dans l'évaluation d'un coef- 
ficient de dilatation, cependant le résultat qu'on obtiendra conviendra mieux au 
métal auquel on a affaire qu'un coefficient plus exact, mais se rapportant à d'autres 
échantillons : l'exactitude sera d'ailleurs tout à fait comparable à celle du coef- 
ficient V que l'on a plus particulièrement en vue. 

L'appareil décrit (n° 10) consiste en deux microscopes à axes parallèles et des- 
tinés à observer deux points diamétralement opposés et marqués sur les lames 
bimétalliques. Ces microscopes ont même distance focale et sont munis d'une \is 
micrométrique commune : ils sont d'ailleurs protégés contre les variations de tem- 
pérature. Dans le plan focal commun, sont tendus des fils parallèles très-rapprochés 
et de directions perpendiculaires aux deux fils mobiles portés sur le châssis de la 
vis micrométrique : l'observation consiste à amener les images des deux points 
entre les mêmes fils et à des distances visiblement égales de l'un d'eux ; on amène 
alors successivement les fils mobiles à coïncider avec ces images, et on fait les 
lectures correspondantes de la vis micrométrique. 

Soient, relativement à la température S', i/ et if^ les lectures qui correspondent 
respectivement aux pointés faits avec le microscope le plus voisin de la tête de vis 
et avec le microscope opposé ; V la moyenne des différences observées ^ — v\\ 
6 la moyenne des températures 6'; on posera, pour chaque observation, la 
relation 

[M] 1^' —u\ — \ = V {6' — 6), 

d'où l'on déduira, par les méthodes connues, la valeur numérique du coeffi- 
cient U. La substitution de cette dernière dans le second membre de l'équation 
précédente et la comparaison avec le premier membre fournira, comme plus haut, 
un moyen de juger de la qualité des lames bimétalliques. 

Soient : k la valeur linéaire d'un tour de la vis micrométrique, nombre que l'on 
obtiendra en observant au microscope une échelle divisée en parties connues; 
r le demi-diamètre aboutissant à la surface de séparation des lames partielles ; 
/ le coefficient de dilatation de l'acier employé ; a l'angle exprimant la distance 
des points observés à l'extrémité fixe des lames, les valeurs de r et / seront four- 
nies par des mesures faites parallèlement à l'axe de la barrette (*), et l'on aura 

AT] , 

I — cosa 
(*) On choisira deux points sur un diamètre de la barrette et appartenant à la surface de sépara- 

18. 
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Les opérations faites en prenant a = 90° fourniraient un résultat indépendant 
de Y; en opérant sur des points choisis vers les extrémités libres des lames, la 
valeur de v sera le mieux déterminée, bien qu'on doive faire usage de y' : notons 
que la connaissance de ce coefficient est d'ailleurs nécessaire pour parvenir à effec- 
tuer la compensation. 

26. 3^ DéLermination du coefficient d inflexion par des mesures micrométriques y et 
calcul de u. — L'appareil à employer est le même que le précédent, à cela près 
qu'on le suppose complété par l'addition d'un cercle gradué, destiné à la mesure 
des déplacements angulaires effectués pour amener les images des deux points 
entre les mêmes fils. Soient donc, à la température 6', V la lecture du cercle sup- 
posée croître dans le sens qui a été désigné à l'occarion du premier procédé, la 
moyenne des B\ l la moyenne des /' et a la même quantité que ci-dessus; on posera, 
pour chaque observation, la relation 

[vni] /'_/=w(9'— e). 

Ces équations serviront à déterminer W et à vérifier, comme plus haut, la qua- 
lité des lames. A l'aide des équations [III] et [IV], on calculera 7 et l'on aura 

W / , . sina 

-■+■/ — 7 



Ot) 



sina 



a 



[IX] 



u 



W .sina 
— +7 7 



sina 



tion des deux lames : soient v et (*, les pointés faits sur les images de ces )K)ints. Au commencement 
ou à la fin des observations, on mettra sous les microscopes une règle divisée, et Ton observera 
deux traits de cette règle dont Tinlenalle connu R soit peu difféi'ent do 31 r : soient w et «', les 
pointés correspondants, on aura 

2 r = R -f- /• [t'i — w, — (c — «')], 
Quant au coelficient 7', désignons par c' et v\ les pointés faits sur la barrette à la température 0', 
V la moyenne des différences v\ — o', 9 la moyenne des ô' ; on aura, [)our chaque observation, 



/, — .'— v = ^y(9'— e); 



2 A* 

d'où Ton tirera le coefficient -- 7' en faisant usage de Tensemble «les observations. La quantité 'xr 

n 

étant connue par ce qui précède, on aura ensuite 7'. 
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W 

La quantité W étant un angle; le rapport — s'obtiendra sous la seule condition 



sina 



que W et a soient exprimés en la même espèce d'unités. Quant au facteur — 

il est nécessaire pour Tobtenir que Tangle a y soit exprimé en nombre abstrait. 

On aura les meilleures déterminations de w et u quand les points observés seront 
pris vers les extrémités libres des lames. La première équation [IX] permettra de 
comparer le système actuel d'observations avec celui qui repose sur l'emploi des 
surfaces réfléchissantes. 

4*^ Combinaison des deux procédés micrométriques pour la détermination des coef- 
ficients d'inflexion et de dilatation des lames bimétalliques. — 11 ne s'agit plus ici 
d'obtenir u que l'équation [Vil] détermine sufflsamment, mais d'avoir des moyens 
d'éprouver les procédés indiqués. Ayant obtenu les valeurs de U et W, on déduit 
de leur combinaison 



[X] 



et l'on a ensuite 



sina 

w 

Cl) 



= — I ( H 7 ) ; 

a i — cosx \r 2 ' / 



rxii _ _ ^ 



kl}/ sin a\ , l sin a\ 

-r-,\' — TJ+y r^* — r) 



a I — cosa 



L'épreuve consistera à comparer les valeurs de w fournies par l'emploi des sur- 
faces réfléchissantes et par la combinaison actuelle; les résultats devront s'accorder 
sensiblement. La valeur de 7 fournie par l'application des formules [III] et [IVJ 
aux données physiques et géométriques des lames pourra ne pas concorder aussi 
bien avec celle qu'on vient d'obtenir; mais cela est à peu près indifférent ici. 

L'expérience montrera quel est, parmi les différents modes d'opérer qu'on vient 
d'exposer, celui qui peut offrir le plus d'avantages. 

27. Masses compensatrices ^ régulatrices et complémentaires ; moments d'inertie et 
variations des moments d'inertie de ces masses. — La détermination des masses s'ob- 
tiendra au moyen de pesées, et en divisant les poids exprimés en grammes par celle 
des valeurs de g qui se rapporte à l'unité de temps que l'on aura choisie; mais, 
ainsi qu'il a été dit n° 24, on pourra substituer les poids aux masses et se dispenser 
ainsi d'effectuer les divisions par le nombre g. 

Les masses que nous considérons sont supposées égales deux à deux et symé- 
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triquement placées par rapport à l'axe du balancier; les notations qui s'y rap- 
portent sont : 

M masse compensatrice, 

M' masse régulatrice, 

OTL' masse complémentaire. 

]3 est l'angle formé par le rayon vecteur allant au centre de gravité de M avec 
l'origine fixe de la lame bimétallique. 

Ç' est la distance du centre de gravité de M' à Taxe du balancier. 

L'angle |3 et la distance Ç' doivent avoir été mesurés avec soin, avant les expé- 
riences auxquelles le balancier doit être soumis. 

Masses compensatrices. — Leur forme extérieure est celle d'un cylindre à axe pa- 
rallèle à l'axe du balancier. On peut faire varier les masses et leurs moments d'inertie 
de deux manières : i** en substituant une autre masse à la niasse primitive sous 
la condition d'en conserver le diamètre; a** en ajoutant à la masse primitive un 
appendice de forme cylindrique et de même axe, mais de diamètre quelconque. 

A étant la caractéristique des variations finies, et ^ désignant le rayon des 
cylindres qui limitent les masses M, on aura 

A.Mr«=r*AM, 
^^^^ A.Mp*=it>*AM ou A.Mp* = i A.Mt», 

suivant que le rayon des cylindres aura été conservé ou changé. 

Masses complémentaires. — Ces masses consistent en un cylindre formant tête 
de vis et en un corps de vis à filet triangulaire, ayant un axe commun. 

Soient m' la masse d'une tête de vis, r' son rayon, a/' sa longueur, z' la distance 
de son centre de gravité à l'axe du balancier ; 

m" la masse du corps de la vis ou de la partie filetée, r" la moyenne des rayons 
aboutissant au sommet et au creux des filets, 2 1" sa longueur, z" la distance de 
son centre de gravité à l'axe du balancier; 

yçU la masse totale, OIL'^'^ son moment d'inertie par rapport k l'axe du balancier; 
on aura, avec toute l'exactitude nécessaire, 

an' = m' -f- m". 

On pèsera les masses OTL' et un échantillon de vis filetée pareil au filet de vis 
des masses complémentaires et ayant une certaine longueur; la comparaison de 
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celle-ci avec la longueur 2 /" permettra de déduire le poids de la masse m" ; retran- 
chant ce poids du poids total de on', on aura celui de m' . 

La variation de Iotl'^'* s'obtiendra par l'addition, la suppression ou même le 
changement de couples des masses oïl'; ASor'ji'^ s(*ra l'excès des valeurs de la 
somme des quantités î)xC S{!^ après et avant leur changement. 

28. Variations du moment d'inertie total du balancier et de sa dérivée par rapport 
à la température. 

A désignant le moment d'inertie du balancier, 

a sa dérivée par rapport à la température, 

AA et âka se déduiront des variations A M, A.M*-^ et Alon'c'fl'^ qu'on vient de cal- 
culer, et de la variation A^' de la distance S,' du centre de gravité des masses régu- 
latrices M' à l'axe du balancier, par deux procédés différents. 

Le premier, dans lequel on fera varier A et a simultanément, exigera ([ue, des 
deux séries d'observations de la marche du chronomètre, l'une* au moins, soit 
faite par des températures variables. 

Le second, où A et a varieront successivement, permettrait d'opérer à température 
constante, si l'on avait seulement à déterminer A et o; mais on ne peut cependant 
se dispenser d'observer la marche du clironomètre à des températures variées, pour 
obtenir la valeur d'une inconnue z. Il sera nécessaire que la course disponible des 

masses régulatrices soit au moins égale à - ^rp- Ç', en prenant ici pour Dïi' la plus 

petite des masses complémentaires. 

La première des séries d'obser\'ations devant servir ultérieurement de point de 
départ aux corrections des éléments A et a, il conviendra en outre de fixer les 
masses compensatrices sur un diamètre à peu près perpendiculaire à Taxe de la 
barrette. 

1® Variations simultanées de A et a, — Désignant par (i -i- v)r la distance des 
centres de gravité des masses compensatrices à l'axe du balancier, /3 la distance 
angulaire des mêmes centres de gravité à l'origine fixe des lames bimétalliques, on 
aura, pour expression générale des variations A A et A a, 

AA = 2A[Mr'(i+2v)-+-MiO*]4-4M'£'AS'fi + i^\ 4-^2011'^'% 
[XIV] ' ' V . 2 ?' / 

Afl=— 4A|Mr»[u— (u4-/)cos(3]— M|oY'}4-8M'?'A$Yi4-^ ^^ / + 

Il est évident qu'on pourra se borner le plus généralement à faire varier la 
masse M. Cependant on pourra encore employer avantageusement la variation de 
l'angle |3, que nous avons laissé en conséquence sous le signe A. 
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a*^ Variations de A seulement. — On aura 

2 A I M/' [y — (u -h 7') rosp] — Mp»7" j — 7' ASOTl'^'^ 

Cette équation servira à fixer la position des masses régulatrices M'; et afin que 
AÇ' rentre dans les limites de course disponible, on ajoutera ou Ton supprimera 
au besoin une ou plusieurs paires des masses OIL'. 

A ces variations correspondront les valeurs suivantes : 

rxvii . y / 7 J 

Variation de a seulement. — On fixera la position des masses régulatrices d'après 
la formule 

en prenant les mêmes précautions que tout à l'heure, pour obtenir une valeur 
de AÇ' qui soit réalisable. Il s'ensuivra 

AA = o, 

r xviii 1 

29. Détermination des valeurs du moment d^ inertie A du balancier, du moment x 

de la force du ressort spiral et de leurs dérivées a et -jz relatives à la température et 

correspondantes à l'état primitif du chronomètre. 

Cas des variations simultanées de A et a. — Soient, relativement à Tétat du balan- 
cier défini par A et a, y et y les valeurs de l'intervalle compris entre deux batte- 
ments consécutifs, et correspondantes aux températures 6 et 5' ; la température d 



(*) N. B. Dans cette formule et les suivantes [XVIII], les variations se rapportent arbitraire- 
ment à Vétat primitif du balancier ou à celui qui résulte d^une première variation : seulement, il ne 
faut pas négliger d'employer les variations qui se correspondent exactement. En faisant l'application 
de ces formules, nous aurons l'occasion de considérer des variations qui résultenmt de la comparaison 
avec rétat déterminé j>ar une variation antérieure. 
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désignant d'ailleurs celle à laquelle se rapportent les moments A et /., on posera, 
pour chaque observation, une équation de la forme 

[XIX] y=j^(Q^-e)z-^{G'-6r^: 

de Tensemble des équations on déduira les valeurs de jr et de z. 

Dans une seconde série d'expériences, l'état du balancier étant défini par A -h A A 
eta-f- Art, soient j^, et js, les valeurs de ^ et de z que fournira la résolution 
d'équations de la forme f XIX], et posons 

[XX] Ajr = ji — y, ^z = z,--Z', 

TT désignant le rapport de la circonférence au diamètre, on aura 

[XXI] A = ^-^^— -,, .. = 4!^»^ 



2 Y 

[XXIIJ 



-^ \ 1 



X £/ô "" 1 Ar L2 A my y \ y j Ar J 



2 y 

Ijà calcul des valeurs de x et ^ n'est pas indispensable; néanmoins il fournira 

des moyens de contrôle, lorsqu'on aura l'occasion de réitérer ces épreuves, et le 
point de départ de la discussion des changements que le ressort spiral pourrait 
éprouver avec le temps. 

Cas des variations successives de k et a. — Les observations de la marche du chro- 
nomètre se feront, à des températures variées, dans l'une des séries au moins, la 
première par exemple ; les deux autres pourront avoir lieu à une même tempéra- 
ture Qy cette température étant celle que l'on aura prise arbitrairement pour terme 
de comparaison dans la première. Les états successifs du balancier étant définis 
par A, a; A H- A A, a; A -I- A A, a H- An ; soient jTj jr^, jr^ l^s valeurs respectives 
de la durée de l'intervalle des battements à la température ô, déduites des ob- 
servations, z la deuxième inconnue fournie par la résolution des équations cor- 
respondantes à la première série : nous poserons 

[XXm] Aj = j, —y, Aj, =y, — Ji s 

VU. 19 
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et l'on aura, Art et A A étant successivement nuls, 



^A 



[XXIV] ' ^y 



-m^' 



a = 






Kf) 



Ce procédé ne permet pas d'obtenir ^; mais cela est sans inconvénient dans 

le problème actuel. 11 faudrait, pour déterminer cette inconnue, que la seconde 
série fût faite également à des températures variées ; alors, z, désignant la valeur 
de s fournie par la seconde série, et posant 

[XXV] Az = z, — z, 

on aurait 

rxxvi] i.^ = i_r±4-(,^.^\^l. 



I -h - 

1 jr 



30. Réglage et compensation. — Première approximation. Connaissant les 
quantités A et a, ^ et z relatives à Tétat primitif du chronomètre , et supposant 
que Ton ait alors tenu compte exactement de Tétat et de la situation des masses 
compensatrices, régulatrices et complémentaires; on aura, Y désignant l'intervalle 
des b.attements qu'on veut réaliser, 

Jj = Y — j, 

[xxvi,] " = 4- 7 -('/)']• 

Jfl = ^aA — u-(A4-5A). 

A x^ ' 

Telles sont les expressions des corrections à appliquer aux valeurs primitives de A 
et tf , pour opérer le réglage et la compensation. 

Observant que j3 et v^ se rapportent à Télat primitif du balancier, on calculera 
ensuite 

T>' = V — f V 4- y') cos 3 ^ 

[xxviu] y -^Z) H. 
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[XXIX] 



5X = Ij(vV-/i')aA + l[(.^-.v),'-Hi']<îa{ 



La valeur de c^M sera la correction à appliquer aux valeurs primitives des niasses 
compensatrices, en obser>'ant, pour plus de facilité, la condition de conserver 
le rayon t. du cylindre qui limite ces masses, si Ton doit opérer la correction en 
substituant de nouvelles masses aux anciennes. 
Quant au réglage, il résultera de la fornuile 

[XXX] aj'= S.^SiDTCA'^ 



Pour appliquer cette formule, on disposera de la variation âlCfïi'A'^j en ajou- 
tant ou supprimant une ou plusieurs paires des masses r»iv', de telle sorte que la 
valeur de c^§' rentre dans les limites de course disponible des masses M' : il est bien 
entendu que c^Ç' est la correction à appliquer à la valeur primitive de Ç'. 

31. Réglage et compensation, — Deuxième approximation. Désignons actuelle- 
ment par A et a les valeurs obtenues pour résultat de la première approximation, 
ou les quantités A -l- c^A et a -f- c^a du numéro précédent. Convenons aussi que 
M, §' et |3 se rapporteront également au résultat de la première approximation. 
Nous supposerons que, dans son nouvel état, la marche du chronomètre ait été 
observée à des températures variées : soient jr tt z les valeurs fournies par les équa- 
tions de la forme [XIX] appliquées aux observations; on fera usage des for- 
mules [XXVII] pour calculer les nouvelles corrections c^A et âa, que Ton doit 
actuellement supposer très-petites. Pour les réaliser, on calculera les corrections 



[XXXI] ^ ^ ^ / 

cos p = , ^. ,, — 7- : 

la première permettra d'assigner le déplacement des masses régulatrices, déplace- 
ment qui, par hypothèse, est encore réalisable; la seconde servira à opérer celui 
des masses compensatrices. En multipliant Jcos j3 par r, on aurait le mouvement 
linéaire que les masses M doivent subir parallèlement au diamètre qui passe par 
l'origine fixe des lames bimétalliques et dans le sens dirigé vers cette origine. Si l'on 

'9- 
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préfère opérer un déplacement angulaire, on pourra déduire la correction c^j3 de 
celle de cos /3 au moyen de tables de sinus naturels, ou de la formule 

[XXXII] sini5^ = ^-^ ^. 

SECONDE SOLUTION. 

32. Mode de réglage et de compensation n exigeant pas V étude préalable des 
lames bimétalliques. — Nous considérerons la présente solution comme utilement 
applicable aux appareils provenant d'un atelier qui aura produit des lames bimé- 
talliques reconnues antérieurement comme jouissant des qualités requises, de ma- 
nière que Ton puisse se dispenser de les étudier préalablement au moyen des ap- 
pareils optiques. Le mode que nous allons indiquer pourrait, il est vrai, être 
également employé à l'étude des lames; mais on le trouvera peut-être d'une 
application moins simple que celui que nous avons proposé n** 24. 

Nous supposerons que Ton ait effectué préalablement les opérations indiquées 
n° 27 en ce qui concerne les variations A des masses et de leurs moments d'inertie. 

Trois séries d'observations de la marche du chronomètre devront être faites par 
des températures variées, et à chacune desquelles correspondra un état particulier 
du balancier. 

Les second et troisième états seront, dans ce qui va suivre, comparés au premier : 
nous définirons ces trois états par les symboles : 

A, a^ A H- AA, a 4- A,a-, A -f- AA, a H- A,a. 

Comme on le voit, le moment d'inertie A ne subira qu'une seule variation; sa 
dérivée a en subira deux. A, a et Aja, qui ne peuvent être déterminées à priori. Ces 
variations résulteront de celles que l'angle |3, compris entre les diamètres passant 
par les centres des masses compensatrices et les origines fixes des lames bimétal- 
liques, subira lui-même. 

Dans la première série on fera l'angle j3 d'environ 90°. 

Dans la seconde on réduira Tangle j3 à sa plus petite valeur, que nous désigne- 
rons par /3| , et l'on fera varier A suivant la formule 

[XXXIll] AA=2r'(n-2v)AM + A.Mv'-h4M'$'A?'(i4-^^WA2.m'^'»: 

on doit observer qu'il suffira d'y faire varier le dernier terme ou les masses com- 
plémentaires, ce qui offrira plus de simplicité (iwn^27 pour la signification 
des lettres). 
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Dans la troisième série, conservant la variation précédente de A A, on se bor- 
nera à faire varier Tangle |3, en plaçant les masses compensatrices le plus près 
possible des extrémités libres des lames bimétalliques ; nous désignerons par jS, la 
valeur de Tangle j3 ainsi déterminée. 

Désignant, comme précédemment, par j' l'intervalle des battements corres- 
pondant à la température 6% on posera, pour chacune des observations d'une» 
même série, l'équation 

[XXXIV] y=.^^-+.(e'_0)^-|.(0'_0)«^, 

où est une température arbitraire, mais la même pour les trois séries. La réso- 
lution de ces équations fera connaître les valeurs de j^ et de z correspondantes à 
chacune des séries. Affectant les lettres ^ et z sans indices aux valeurs fournies 
par la première, nous distinguerons par les indices i et 2 celles qui correspondent 
à la seconde et à la troisième. 

En conséquence du mode suivi dans la variation de A, on devra avoir jr^^=zj^. 
Nous poserons dès lors 

[XXXV] •'' =ji— j = r«— j> 

A, z = Zi — r, Ajr = z, — z. 

Mais il arrivera que les deux valeurs de A^ ne s'accorderont pas tout à fait, sans 
que leur discordance soit inadmissible; on les combinera donc en ayant égard au 
degré de précision dont les quantités jr^ et j^ peuvent jouir respectivement. On 
aura alors 

[XXXVI] A = — — ^^— -, x=f^VA; 



pius 



[xxxvn] u -+./=( 1 + 



2. y \ s, — z, A A 



1 ^x / 4(M4-^M)/='(cosp,— cosp.) Aj^ 

I -j — - _ 

2 y 



(La quantité' A M sera nulle si l'on n'a pas fait varier la masse M.) Cette équa- 
tion fera connaître u quand on aura la valeur du coefficient / de dilatation de 
l'acier. Nous devons faire remarquer à cet égard que les opérations actuelles ne 
peuvent pas le déterminer séparément : il faudra donc expérimenter des échan- 
tillons de l'acier avec lequel a été fabriqué le disque du balancier, après les avoir 
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soumis préalablement à un mode de travail du genre de celui qui a été pratiqué 
dans le travail de la barrette, et en déduire le coefficient de dilatation : ce coefficient 
ne pourra être employé dans nos calculs, que si les diverses déterminations d'où 
il résultera présentent un degré de concordance suffisant. Autrement on serait 
obligé de le déterminer par les mesures micrométriques que le mode actuel de 
procéder était destiné à éviter. 

Calculant ensuite les quantités AC, A| a, A3 a par les formules 

[XXXVIll] AC== — 4y/'AM + 2/A.Mv«4-87'M'A$'^ + ^^W2/A2;)KW^^ 

rvvvTvi ^1 « = 4 (y ^ /) r* [M (cosjS, — cos(3) + cos(3, AM] + AC, 

A,rt = 4(^j-+-7')rM^^*-+-^M) {cos(3,— cosfs,) 4- Ajrt, 

formules d'où disparaîtront nécessairement les variations A qui affectent les quan- 
tités que Ton n'aura pas fait varier. 
Soient actuellement 



1^ 

2 y \»A7 — /Ai2. 



™ <■'=T^£[7-(-T)^;]• t.]= - 



[xu] ,„=^[i.(..^)|.;]. c.,= 



i-h 



' ^y I y^y 
2 r \ 1 X 



ou aura 



Il arrivera sans doute que les deux valeurs de a ne s'accorderont pas parfaite- 
ment, non plus que celles de - -7^ î on adoptera une combinaison de ces valeurs 

fondée sur leur degré de précision. Bien que le calcul des quantités x et ^ ne soit 
par nécessaire, il est cependant convenable de l'effectuer, la concordance des 
valeurs de — présentant un moyen de vérifier l'exactitude des opérations précé- 
dentes. Ces deux quantités pourront d'ailleurs servir de base à des recherches 
d'une autre nature. 
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Les quantités j^ z, u, A, a^ relatives à l'état primitif du chronomètre, étant 
actuellement connues, on n'aura plus qu'à appliquer les procédés décrits n°' 30 
et 31, pour effectuer le réglage et la compensation. 

33. Des altérations que le réglage pratiqué isolément peut produire dans la compen- 
sation. — Il arrive fréquemment qu'on règle un chronomètre plus ou moins exac- 
tement compensé, et pour cela on se borne à déplacer les vis régulatrices. Or il 
importe de savoir si l'opération qu'on se propose d'effectuer n'altérera pas sensi- 
blement la compensation du chronomètre. 

Supposons que l'intervalle j' des battements à la température 0' soit représenté 
par la formule 

[XLIV] y'=y + z{Q>-0), 

et admettons que l'on connaisse approximativement les éléments A et rz du balan- 
cier dans son état actuel, ce qui aura lieu si le chronomètre a été compensé et 
réglé par nos procédés; nous désignerons par ùjr l'accroissement, à la tempéra- 
ture 9, de l'intervalle jr des battements, que l'on se propose de produire. On aura, 
pour expression de la variation de y due à èjr^ 





[XLV] ar'=aj^-f-U+(a/-^) .-^ Hj(ô'-o); 



en sorte que l'altération de l'intervalle des battements par chaque degré de tem- 
pérature sera égal au coefficient de (S'— ô) dans cette expression. On jugera, 
d'après sa valeur, si l'opération sera nuisible ou non. Si, par exemple, la va- 
leur absolue du même coefficient n'excède pas celle de z, on ti'aura pas à 
craindre de constituer le chronomètre dans un état moins satisfaisant que le pri- 
mitif : il pourra même arriver qu'il en résulte une amélioration; mais si le 

chronomètre était primitivement compensé, auquel cas on avait 2=:oet-=--j^î 

le réglage aura pour effet de produire un défaut de compensation, car on n'aura 

probablement pas la relation a y — = o. Quoi qu'il en soit, on sera en état 

d'apprécier les conséquences du réglage projeté. 



k 
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DE l'influence DES TERMES DÉPENDANTS DU CARRÉ DES VARIATIONS 

DE TEMPÉRATURE. 

54. En formant (n°2) les équations de condition relatives au réglage et à la 
compensation, nous avons négligé les termes dépendants du carré des variations 
de température : cela nous a permis de présenter sous une forme relativement 
simple l'ensemble des opérations à effectuer pour régler et compenser un chrono- 
mètre. Nous devons actuellement examiner quelle peut être l'influence des tenues 
négligés et rechercher les moyens de compenser ou d'affaiblir ceux de ces termes 
qui pourraient acquérir des valeurs sensibles. 

La condition à remplir pour annuler les termes du second ordre que fournit la 
seconde équation (3) est 

Nous supposerons que cette équation ne soit pas satisfaite, et nous rechercherons 
(juelles variations pourront en résulter dans la marche du chronomètre, puis 
l'expression du changement que la dérivée seconde de A doit subir pour que les 
termes du second ordre disparaissent. 

Dans ce qui suit, nous n'exposerons pas le détail des calculs par lesquels il nous 
a fallu passer ; nous nous bornerons à présenter des résultats que chacun obtien- 
drait sans peine, en reprenant les calculs et tenant compte des termes les plus 
influents de l'ordre immédiatement supérieur à celui auquel nous nous sommes 
arrêtés. 

Reprenons l'expression théorique (a) de l'intervalle j' des battements en fonc- 
tion des variations de température 6'—d: en ayant égard à l'équation (i) et posant 

dA , ePA 

^ = ^' ^ = d¥' 

{98) 

on parvient aisément à la formule 

(99) j'=r4-M^'-e)-hC{ô'-&)^ 

On reconnaît encore ici que l'une des équations relatives à la compensation 
est z = o : elle coïncide avec l'équation (5), à laquelle nous avons indiqué les 
moyens de satisfaire. L'autre équation est Ç = o, et l'on peut remarquer que si la 
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première est supposée satisfaite, la seconde s'identifie avec Téquation (97) obtenue 
directement. 

Supposons que le chronomètre étant soumis à diverses températures 6% on ait 
constaté les valeurs correspondantes de jr\ et que de l'ensemble des observations 
on ait déduit les trois constantes j-y z et Ç correspondantes à une valeur choisie 
arbitrairement de 5'. 

La valeur numérique du terme du second ordre ^ (6' — ô)^, relative au chrono- 
mètre non compensé ou mal compensé, sera connue dès qu'on assignera à 6' une 
valeur déterminée; ce terme peut acquérir une valeur très-sensible. Il est effecti- 
vement reconnu que la marche de beaucoup de chronomètres ne peut être repré- 
sentée au moyen de formules d'interpolation, qu'en tenant compte des carrés des 
variations de température. Quelques chronomètres, il est vrai, ont une marche 
que l'on représente très-bien en ne tenant compte que de la première puissance de 
ces variations : la valeur de Ç est donc insensible pour ces instruments. Mais ces 
chronomètres ne sont pas compensés, car la valeur de z n'y est pas nulle ; les termes 
du second ordre qui leur correspondent ne disparaissent qu'à la faveur du défaut 
de compensation entre les termes du premier ordre : il y a seulement destruction 
mutuelle des deux termes dont se compose la valeur de Ç (*). 

Si l'on suppose la compensation des termes du premier ordre réaUsée ou z nul, 
on aura, par le fait, annulé une partie des termes du second ordre, et la valeur de 
Ç se réduira à son premier terme : les observations de la marche du chronomètre 
montreront si cette quantité Ç ainsi réduite est ou non négligeable. 

Au surplus, soit qu'il s'agisse d'un chronomètre compensé approximativement 



(*) Disons en passant que si Ton devait renoncer à obtenir la compensation complète et que l'on 
préférât les chronomètres dont la marche varie proportionnellement à la température, à ceux dont la 
marche dépend à la fois de la première et de la seconde puissance des variations de température, 
les artistes parviendraient aisément à donner satisfaction aux nouvelles exigences. En effet, on sait 
fort bien comment s'y prendre pour obtenir une accélération ou une diminution de marche par rap- 
port à l'accroissement de la température : il serait donc facile aux artistes, en appliquant les procédés 
de tâtonnements qui leur sont familiers, de faire varier z de manière à rendre Ç insensible. On ob- 
jectera sans doute que s'ils peuvent si facilement faire varier z, ils devraient pouvoir l'annuler et com- 
penser ainsi les termes dépendants de la première puissance des variations de température. L'objec- 
tion ne serait fondée qu'en apparence; car, pour obtenir ce dernier résultat, il est nécessaire que 2, 
s'il n*est effectivement annulé, soit au moins réduit au point d'être négligeable, tandis que le terme 
du second ordre étant déjà très-petit, il n'est pas nécessaire que z soit déterminé avec le même degré 
de précision que tout à l'heure, pour que la valeur de Ç soit rendue insensible. 

Mais nous sommes loin de regarder le problème de la compensation comme insoluble. 

VII. 20 
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ou non compensé, on aura, pour calculer la correction de A, Téquation 

qu'il faudrait joindre aux équations (9) et (la) pour déterminer les corrections des 
divers éléments du balancier. La correction c?A et les quantités A et a ont été 
obtenues quand il s'est agi de la compensation des termes du premier ordre : on 
voit que la seule inconnue qui reste dans It second membre de l'équation (100) 
est la quantité h> 

Voici les formules au moyen desquelles on obtiendrait la valeur de b et celle 

de - ——1 en suivant la méthode que nous avons appliquée à la détermination de 

A et a. 

Les quantités^, z ei Ç répondant à l'état du balancier défini par k^ a^ b^ 

# 

soient 

les valeurs de /, z et Ç relatives à l'état défini par A 4- A A, a -h A a, 6 -l- A A, on 
trouve 

l d^ _ r' ^ l. (Ar -u?i^— -4- ^^^' ^\ 



(lOl) 



b I rf' X - Ç z ( a 



(102) - = -— — ^-4l4-_ — l3 — ). 

Les variations A A et A a ont été données n**' 14 et 15 ; quant à A 6, nous ne 
pourrons l'obtenir qu'après avoir formé l'expression analytique de la quantité b 
elle-même; ce qui exige que nous revenions sur la théorie des lames bimétalliques. 
Au reste, l'expression que nous obtiendrons permettrait de calculer directement 
la valeur de b avec le degré d'exactitude nécessaire; alors l'équation (loa) pour- 
rait servir au calcul de - -n^- 

35. Modifications de la théorie des lames bimétalliques pour avoir égard aux 
termes dépendant du carré des variations de température. — Le classement des 
termes des ordres supérieurs résultera pour nous de la comparaison des valeurs 
numériques des coefficients y, y', y", y et w. En partant des valeurs / = 0,000 o i a 5, 
y = 0,000 018 5, nous avons trouvé y = 0,000 01 5, dans le cas où les épaisseurs 
des lames partielles ont entre elles le rapport qui répond au maximum de sensi- 
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bilité des lames composées. La valeur de h (équation 23) se réduit dans cette 

Ol c 3 jr 

circonstance à -5-7; ;» et celle de v (équation 37) devient égale à - - (7"— y). 

Soit, par exemple, - = i3,33, nombre correspondant aux données de lay?g^. (4), 

d'où — î = ao ; il vient v = 0,000 1 2, et, à cause de la relation (38), « = 0,000 1 35. 

Ces nombres sont 9 à 11 fois plus grands que y et y. Admettons, pour fixer 
les idées, que la limite des variations 6' — de température par rapport à mie cer- 
taine température moyenne S soit dt 18°, on aura par exemple 

180 = 0,00243, 187 = 0,000270, (i8ci))' = o,ooo oo5 9, 

(i8a))(i87) = 0,000 000 66, ('87)' = 0,000 000 073. 

Le second de ces nombres est 9 fois plus faible que le premier et 46 fois 
plus fort que le troisième, et Ton voit que ceux qui dépendent de w*, wy et y* 

sont à peu près comme 9, i et -• Considérant dés lors y, / et y" comme étant du 

y 

même ordre de grandeur, et y et « comme étant aussi d'un même ordre de gran- 
deur, mais différent du précédent, nous conserverons les termes en y* et co^, et nous 
négligerons les produits de u et « par y, y' et y", ainsi que les carrés des trois der- 
nières quantités. Il s'ensuit que nous pourrons écrire indifféremment l'une des 
quantités u*, vtù et w* à la place des deux autres. 

On a d'ailleurs à considérer des produits de quantités très-petites telles que 
les allongements des fibres par les distances de ces fibres à la surface de sépa- 
ration des lames partielles, produits que nous avons négligés suivant l'usage; 
pareillement, nous avons négligé les variations que ces distances des fibres 
subissent par suite des changements de température et des actions élastiques 
dans le sens de ces distances ou des normales aux lames. Enfin nous avons sup- 
posé que le coefficient d'élasticité E ne varie pas avec la température. Or, si l'on 

observe que le rapport - desdistancesdontils'agitaurayon de courbure, n'excédé 

P 

guère la fraction — dans les balanciers de chronomètre ; si, d'autre part, on 



20 



admet que le rapport ^!E soit de l'ordre de grandeur des coefficients de dila- 
tation y et y", on pourra s'assurer que l'expression du rayon de courbure (4o) 

Po 

n'est point en erreur de quantités de l'ordre de v^ ou w"^. Mais l'expression (4i) que 
nous en avons déduite est affectée d'erreurs de cet ordre. 

20. 
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Ajoutons que si Ton se proposait de pousser l'exactitude plus loin, si Ton voulait, 
par exemple, tenir compte des termes de Tordre de coy, le mode d'analyse que nous 
avons suivi dans notre exposé *de la théorie des lames bimétalliques serait insuf- 
fisant. 

36. Voici maintenant l'expression de 6 à laquelle nous sommes parvenus en 
reprenant nos calculs a partir de l'équation (4oJ> dans le but de tenir compte des 
termes de l'ordre de w* : 

h = 8M/*'j^i)[2 (i — cosp) — /3sin^] 
H- 8 mr uw ( a 4- cosa — 3 ) • 

Quant aux valeurs de A et <7, nous les avons complétées en tenant compte des 
termes dont il s'agit ; les expressions nouvelles que nous avons obtenues diffèrent 
extrêmement peu de celles qui ont été présentées n® 13. Les erreurs que l'on 
pourrait redouter de l'emploi de ces dernières disparaîtront pour ainsi dire com- 
plètement, si la détermination de v résulte de l'observation de la marche du chro- 
nomètre, au lieu d'être obtenue par des mesures directes. 

Les expressions que nous avons employées des variations A A et A a en fonc- 
tion des variations des éléments constitutifs du balancier, ainsi que celles de ces 
dernières en fonction des c^A et c?r/, devraient, à la rigueur, être modifiées légère- 
ment, pour tenir compte des termes négligés, puisque les valeurs de A et n ont 
éprouvé les changements mentionnés il y a iin^instant. Mais ces modifications au- 
raient tout au plus une influence sensible sur le résultat de la première approxi- 
mation ; il est >'isible qu'elles n'en sauraient avoir sur le résultat de la seconde. 

En conséquence, nous pourrons considérer les diverses expressions obtenues en 
négligeant les termes dépendant du carré des variations de température comme 
n'étant susceptibles d'être modifiées qu'à raison de l'emploi de b et des deux varia- 
tions Ab ei&b, 

Ijsl valeur de A 6 qui ser\irait au calcul de - -r:^ et à celui de b suivant les for- 

^ X i/o* 

mules (ïoi) et (loa) serait, en vertu de la composition analytique de b (io3), 

(io4) ^ Afc=8ur^r«A{M[2(i — cos.S)— ;5sinjS]|; 

mais la quantité ô, qui ne figure que dans les termes dépendants du carré des varia- 
tions de température, n'a pas besoin d'être obtenue avec une grande exactitude, et 
Ton trouvera sans doute plus simple de la calculer au moyen de la formule (io3), 
en ayant recours aux mesures directes des dimensions, poids et angles, et calculant 
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au besoin m à l'aide des dimensions et densités des lames bimétalliques. Si Ton 
voulait alors connaître - .— -> on tirerait sa valeur de Téquation (102). 

Au surplus, on pourrait appliquer les deux procédés et reconnaître, par la 
différence des résultats, 1 influence des termes des ordres supérieurs que Ton a 
négligés. 

Supposons actuellement que Ton juge nécessaire de tenir compte des carrés des 
variations de température, et qu'en conséquence on ait obtenu la valeur de la 
correction ùb au moyen de l'équation (100), on aura, par l'équation (io3), 

(io5) (îi=8uw/-5JM[2(i — cosp) — psinjS]}. 

Telle est l'expression qu'il faudrait joindre à celles de c^A et da en fonctions de 
(?M, rf]3, $^' et c?2ail/' Jl'*. Il resterait à résoudre les équations pour en tirer les 
valeurs de ces corrections. 

Nous n'effectuerons pas ce calcul, dont les résultats ne pourraient être discutés 
en l'absence de données numériques relatives aux propriétés physiques du ressort 
spiral. Nous nous bornerons à présenter les conséquences d'hypothèses auxquelles 
l'absence de ces données conduit naturellement. 

37. On a vu (n*^ 34) que, pour la plupart des chronomètres, le terme de l'ex- 
pression de leur marche, qui dépend des carrés des variations de température, est 
loin d'être insensible, mais que la grandeur de ce terme peut tenir au défaut de 
compensation des termes dépendant seulement de la première puissance des va- 
riations de température, ou de ce que la quantité z (équations 98) n'est pas nulle. 

Supposons qu'on ait appliqué nos formides à la compensation des termes du 
premier ordre, et que, par suite, on ait satisfait à la condition 2 = 0; l'expression 
r' de l'intervalle des battements donnera 

% 

en vertu de la valeur (98) de Ç. 

Transformons ce résultat pour en déduire la variation du mouvement diurne /x : 
on aura d'abord suivant l'expression (96), 



/ "" 86400— fx' 

d'où, sensiblement, 

(106) 5^ = _„6oo(^-i^)(e'-e)' 
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Telle sera la variation du mouvement diurne produite par les termes dépen- 
dants du carré de la variation de température, dans les chronomètres compensés 
d'après nos formules. 

En se reportant à Texpression (io3), on reconnaîtra aisément que chacun des 
deux termes dont se compose b est effectivement positif. Cela étant, s'il arrivait que la 

dérivée ^— - fût négative, l'expression (io6) montre que le mouvement diurne 

serait toujours moindre que celui correspondant à la température 9, et Ton ne 
pourrait atténuer ce défaut de compensation, qu'en réduisant autant que possible 
la valeur de 6, sans cesser de satisfaire à l'équation de condition fournie par les 
termes du premier ordre. Abstraction faite des variations de M et m, on réduirait b 
en diminuant co ou u, ce qui reviendrait à diminuer la sensibilité des lames bimé- 
talliques; ce résultat s'obtiendrait en augmentant leur épaisseur. 

Mais, autant qu'on en peut juger par analogie, il est présumable que -jr; est une 

quantité sensiblement négligeable. Voici l'analogie qui le ferait présumer. Nous 
avons reconnu que les termes dépendants du carré des dilatations /(S' — 6) et 
y (ô' — g) ne produisent, dans les mouvements diurnes, que des variations insigni- 
fiantes ; tandis que les termes dépendants des carrés ou des produits de l'ordre 
de u* (S' — 6)^ représentent des variations sensibles, ainsi qu'on s'en convaincra 
dans un instant : mais ces termes sont dus aux déformations forcées que l'asso- 
ciation de deux métaux différents détermine dans les lames bimétalliques. Si le 
balancier n'était donc composé que de pièces se dilatant librement, les termes du 
second ordre qui lui correspondraient seraient négligeables. Orne pourrait-on pas 
supposer, sans trop s'écarter de la vérité, et vu l'état de liberté du ressort spiral, 
que les variations du moment x de sa force élastique ne contiennent pas de termes 
sensibles qui dépendent du carré des variations de température ? 

Admettons qu'il en soit ainsi, il nous sera facile d'obtenir une valeur approxi- 
mative de c?]UL, qui suffira pour faire apprécier l'ordre de grandeur auquel cette 
variation appartient. Pour cela, nous calculerons d'abord les valeurs de 6 et A : 
soit, pour fixer les idées, ]3 = 90**; la parenthèse du premier terme de b (équa* 
tion io3) aura pour valeur o,43. . . , et l'on trouve que pour une certaine valeur 
de a comprise entre i38° et \6^ la parenthèse du second terme devient égale à 
la précédente. Admettant, pour plus de simplicité, que l'amplitude des lames 
soit limitée à cette valeur de a, ce qui rentre dans les données de la pratique, et 
écrivant w à la place de i», on aura 

ft = o,'}3...8a)*(M/*4-m;*). 
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D'un autre côté, la valeur de A (équation 58) peut s'écrire 

A = 2 (Mr* -f- m/-*) (i -f- a), 

(j désignant le rapport des moments d'inertie autres que a M r' et 2 m r* à la somme 
de ceux-ci : a sera une fraction telle que y^ f • • • • On aura donc 



w' 



- = 1 ,72 

A ' I-+- -7 

I h 

Soit c = 7> et (k) = 0,000 1 35, comme au n° 35 ; la valeur de - sera 0,000 000 oiS, 
4 A 

et l'expression (106), réduite à son premier terme, deviendra 

5^ = — o%ooo54 (6' — ey. 

Pour un écart ô' — 9 — ±: 1 8**, on aurait 

$u = — o%i7. 

Les lames bimétalliques auxquelles répond ce nombre ont i millimètre d'épais- 
seur : or, comme la valeur de u est à peu près en raison inverse de l'épaisseur e 
des lames, on voit que s'il s'agissait d'un balancier dont les lames n'auraient 

que - millimètre d'épaisseur, le rayon restant le même, la valeur de c?/x pour ce 

balancier serait quadruple; elle s'élèverait à — o',7. 

Il est donc évident que si, comme cela est présumable, la valeur de - — est trè^- 

faible, il y aura convenance à diminuer la sensibilité des lames bimétalliques, 
autant que possible, et cela, en augmentant simplement leur épaisseur : il en ré- 
sulterait des avantages notables relativement à la compensation. 

Si nous voulons actuellement supposer la dérivée ^ positive, la valeur (106) 

de rfjx pourra être réduite à zéro. C'est dans ce cas seulement que l'on pourrait 
songer à faire usage de l'équation (io5) : or, à moins que la valeur de &b fournie 
par l'équation (100) ne soit effectivement très-faible, il n'est guère présumable que 
l'équation (io5) puisse être satisfaite par des valeurs admissibles de c^M et rf]3 ; 
le facteur du second ordre uw rend presque insensible l'effet de telles variations. 
Nous avons vu d'ailleurs qu'il importe que j3 reste voisin de 90**, en sorte que la 
variation de M sera seule praticable. Si cette variation est inefficace, le seul moyen 
de satisfaire à l'équation (io5) serait alors d'augmenter la valeur du facteur wu ou 
la sensibilité des lames bimétalliques en diminuant leur épaisseur. 
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38. En résumé, la compensation des termes dépendants de la première puis- 
sance des variations de température étant obtenue par nos formules, la compen- 
sation des termes des ordres supérieurs présentera trois cas : la dérivée seconde 

— sera négative, nulle ou positive. Dans les deux premiers cas, la compensation 

des termes du second ordre ne pourra être effectuée rigoureusement; mais on 
réduirait les variations de marche du chronomètre dépendantes des termes du 
second ordre, en employant des lames bimétalliques moins sensibles, et dans le 
second cas les variations subsistantes pourraient être rendues négligeables. Dans 
le troisième cas, les variations de marche dues aux termes du second ordie seraient 
annulées ou rendues négligeables, moyennant un accroissement de sensibilité des 
lames bimétalliques. Le second cas parait être celui que doivent présenter les 
ressorts spiraux les mieux établis. 

Il sera donc très-important de calculer, dans tous les cas, les valeurs de - -7-^ 

et de — au moyen des données fournies par l'observation de la marche des chro- 
nomètres soumis à des températures variées et modifiés dans les éléments consti- 
tutifs de leurs balanciers. On pourra dès lors s'assurer s'il est nécessaire ou non 
de modifier la sensibilité des lames bimétalliques dans un sens déterminé, pour 
rendre négligeables les altérations de marche dues aux carrés des variations de 
température. Ces modifications reviendraient évidemment au changement même 
du balancier. Des études du même genre, faites sur plusieurs chronomètres, 

apprendraient si la valeur de - ^— ■ est ou non constante, si elle est généralement 
négative, nulle ou positive. On trouverait sans doute que la valeur de j varie 

A. 

beaucoup, les artistes ne s'^ssujettissant pas à des règles communes relativement 
à la sensibilité des lames bimétalliques. 

Les recherches ainsi poursuivies auraient pour résultat de fixer les idées des 
constructeurs sur des points encore obscurs, et la facilité de réaliser la compensa- 
tion y gagnerait assurément. 

39. Des formules à l'aide desquelles on peut parvenir à représenter la marche des 
chronomètres plus ou moins imparfaitement compensés. — La théorie d'un phéno- 
mène quelconque a pour objet la détermination des relations qui existent entre 
certaines fonctions et les variables dont elles dépendent. Dans l'état actuel de nos 
connaissances, il n'est pas toujours possible d'obtenir ces relations. Cependant, il 
arrive qu'il soit nécessaire de connaître non plus les expressions analytiques de 
ces fonctions, mais les valeurs numériques de leurs variations entre des limites 
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déterminées des valeurs des variables : on peut généralement résoudre le pro- 
blème à Taide du théorème de Taylor; il est seulement nécessaire qu'entre ces 
limites la fonction ne soit pas sujette à des variations brusques, telles que celles 
qui résulteraient d'un changement d'état des corps, etc. Dans l'ignorance où l'on 
pourrait se trouver à cet égard, il convient toujours de tenter l'application du 
théorème ; car la comparaison des résultats obtenus, avec des observations cor- 
respondantes à des valeurs suffisamment rapprochées des variables, fera toujours 
connaître à posteriori si l'on est ou non dans le cas d'exception dont il s'agit. 

Soient, par exemple, f une fonction de deux variables V et (j\ jr la valeur de 
la fonction correspondante à des valeurs particulières ^ et 5 de V et 6' ; on aura 

^■^7) ^,^ (ô' — 0.» 

H TTT ■ !-•••• 

dB^ 1.2 

On ne peut songer à obtenir directement les dérivées de la fonction j" par 
rapport k t ei 6 que renferme cette expression, puisque la forme de la fonc- 
tion jr est, par hj^othèse, inconnue. Alors on est conduit à emprunter à l'obser- 
vation les données nécessaires à la détermination de leurs valeurs numériques. 
Admettons donc que l'observation ait fait connaître plusieurs systèmes de valeurs 
correspondantes de y, t* et 0' : l'équation précédente étant appliquée à chacun de 
ces systèmes, on aura autant d'équations que d'observations, et qui serviraient à 
obtenir autant d'inconnues, s'il n'était nécessaire de faire la part des erreurs des 
observations, et si, d'ailleurs, les termes qui dépendent des coefficients non déter- 
minés étaient négligeables. Voici donc comment on pourra procéder : 

Les valeurs de t et étant arbitraires, il conviendra de les prendre vers le mi- 
lieu des intervalles compris entre les limites assignées de ces variables, ou mieux 
de prendre pour t et 6 les moyennes respectives des valeurs observées de /' et 6'. 
Ayant écrit les équations particulières à chacune des observations, on emploiera 
à l'élimination successive des inconnues une méthode dans laquelle le nombre 
des équations ne soit point modifié, et qui permette, après chaque élimination, 
d'assigner les valeurs numériques des différences entre la fonction jr' et la somme 
des termes du second membre correspondante aux inconnues éliminées. Quand 
on sera parvenu à des différences ou restes d'un ordre de grandeur tel qu'on 
puisse les imputer aux erreurs des observations, les calculs d'élimination seront 
terminés et Ton sera certain de n'avoir négligé aucun terme important delà série. 

Ceci suppose que l'on fasse abstraction des poids des observations, et qu'en 
conséquence les parties connues des équations ne soient point individuellement 
l'objet de multiplications ou divisions; cette supposition est admissible dans le 
VII. ai 
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problème des chronomètres : on peut toujours, eu effet, obtenir leur état à l'aide 
d'une bonne pendule, quand les observations astronomiques font accidentelle- 
ment défaut. 

Considérons en particulier le cas des chronomètres. L'étude de la marche de 
CVS instruments, faite par divers officiers de marine, montre qu'effectivement la 
formule (107) peut servir à la représenter pendant tout le cours d'une année, sans 
qu'il soit nécessaire de faire usîigc des puissances et produits du temps et de la 
teuîpérature qui excèdent le second degré. Désignant les temps par f et les tempé- 
ratures par 6', la formule (107), limitée aux termes qui s'y trouvent, est donc 
iipplicable à la marche de ces instruments pendant une année; elle le serait sans 
doute à des intervalles beaucoup plus étendus, puisque, dans les études que nous 
venons de rappeler, on n'a pas jugé nécessaire d'avoir égard au terme dépendant 
(lu carré du temps (*). 

L'emploi de chacun des termes de la formule (107) est facile à justiBer. On sait, 
j)ar exemple, que les huiles s'épaississent avec le temps; le frottement des pivots 
augmente lui-même, au moins jusqu'à une ceitaine limite; ces deux causes réu- 
nies ont pour effet d'accélérer la marche des chronomètres (nous avons fait con- 
naître l'expression théorique de ce changement de marche en fonction de la résis- 
tance des pivots et des amplitudes) : il n'est donc pas étonnant que la valeur dey 
contienne des termes en [t* — t) et (t' — t'f. Nous n'avons rien à ajouter à ce qui 
a été dit dans les numéros précédents au sujet des termes en [6' — d) et (6' — ôy. 
Il nous reste à considérer le terme affecté du produit {t' ^ t) (6' — • 6), Nous venons 
de rappeler que la fluidité des huiles varie avec le temps; or, chacun sait que 
la fluidité varie aussi avec la température. Si donc / désigne l'effet de cette 
fluidité au bout du temps ^ et à la température ô, on aura, à l'époque t% 

lif /if 

/ + -j-ît'—t); mais,y variant aussi avec 0', il faudra remplacer ici y" par y+^(0'—ô), 
ce qui donnera f-h f^{t' - "+- ^ (5' - ^) "•- ;^ ('' - t)(0' -0). Ainsi se 



(*) Nous avons admis, dans la première partie de ce Mémoire, que la résistance de Tair est })ro- 
portionnelle au carré de la vitesse ; et nous avons trouvé qu'alors la résistance de l'air n'affecterait en 
rien la marche des chronomètres. Si cette hyj)olhèse est inexacte, le théorème de Taylor permettra 
de le reconnaître : il suffirait de compléter l'expression (107) par les termes suivants 

dtr ^~^ dh^ 1.2 '^ dhdt I I '^ dhd^ 1 I * 

on h' — // d«»signe la variation de hauteur du baromètre. La résolution d'é([uations ainsi complétées 
montrerait si les coeriicienls des nouveaux termes sont sensibles ou non. 
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trouve justifié Temploi d*un terme dépendant du produit des variations de la tem- 
pérature et du temps. 

M. Lieussou, ingénieur hydrographe, dans ses Recherches sur la marche deschro- 
nomètreSj a tenu compte des termes proportionnels au temps et aux deux premières 
puissances de la température ; il a même indiqué l'opportunité d'avoir égard, dans 
certains cas, aux termes dépendants du carré du temps; mais il a omis de tenir 
compte du terme dépendant du produit du temps et de la température. Cette 
omission a été réparée par M. le capitaine Pagel, dans un Mémoire publié par 
l'Administration de la Marine sous le titre de Recherches chronométriques (V* Cahier). 
Les deux auteurs que nous venons de citer ont suivi une voie que nous ne pouvons 
nous empêcher de critiquer : ils ont mis la constante et les termes qui dépendent 
seulement de la température, sous la forme d'un binôme composé d'une constante 
et d'un terme affecté du carré d'une certaine différence de température. Soit donc 

(108) y =j 4- z (6' — G) -f- f (6' — oy 

l'expression de^ réduite aux termes dépendants de la température seulement; il 
est clair que l'on est en droit d'écrire le second membre sous la forme 

(109) / = ;. + ç(0-6')'; 

il suffit, pour cela, de poser 

(.10) ^=^>-fç' ® = ^-fç- 

Mais cette forme a un grave inconvénient, celui de montrer les faits sous un faux 
jour, dans les cas où ils présentent le moins de complication. Considérons en effet 
un chronomètre pour lequel la variation de marche soit sensiblement proportion- 
nelle à celle de la température, et pour lequel en conséquence Ç sera une quantité 
très-petite et négligeable; la valeur (îo8) de y se réduira à ses deux premiers 
termes et offrira l'interprétation la plus simple. Or z ne pouvant être nul dans ce 
cas, car alors le chronomètre serait très-exactement compensé, la constante p et, 
ce qui est plus grave, la température fictive dite de réglage^ acquerront des 
valeurs démesurées et qui seraient infinies si Ç se trouvait être exactement nul. 

Ainsi, les chronomètres dont l'usage serait le plus commode, ceux dont la 
marche varierait comme la température, sont ceux que les formules des auteurs 
que nous critiquons feraient figurer comme des appareils tout à fait anormaux. 
Or nous avons trouvé, dans les publications du premier de ces auteurs, des chro- 
nomètres qui, sans être réputés défectueux, sont précisément dans ce cas. 

Enfin l'introduction de la température fictive 0, qui se présente comme une 

21. 
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inconnue, exige des développements particuliers dans la détermination des coeffi- 
cients de l'expression de y\ 

Nous sommes donc fondés à conclure que la forme (107) résultant de la consi- 
dération du théorème de Taylor, doit être substituée à celle (109) dans la recherche 
des coefficients; la première se prêtera à l'emploi des méthodes connues de réso- 
lution des équations de condition. 

Il est peut-être bon d'indiquer pourquoi MM, Lieussou et Pagel ont adopté la 
forme que nous critiquons. La lecture des Mémoires de ces auteurs manifeste leur 
constante préoccupation de trouver une foi, quand il n'y avait pas lieu d'en re- 
chercher une. La solution du problème était indiquée par le théorème de Taylor: 
si AL Lieussou y avait eu recours, il n'aurait eu besoin de se livrer à aucune 
recherche autre que celle des coefficients, et il n'aurait pas manqué de recon- 
naître la nécessité de tenir compte du terme que M. Pagel a su conserver. 

La vraie recherche de la loi du phénomène consistait, non à trouver les valeurs 
numériques des coefficients, mais bien leurs expressions analytiques; c'est celle 
que nous avons entreprise à l'égard des termes qui se rapportent à la compen- 
sation. 

Malgré les imperfections que nous venons de signaler dans les travaux de 
MM. Lieussou et Pagel, nous devons rendre justice aux louables efforts qu'ils ont 
faits pour rétablir dans les habitudes des navigateurs, les usages des observatoires 
où l'on détermine soigneusement les erreurs des instruments, avant d'utiliser leurs 
indications. On avait déjà fait un grand pas en tenant compte des erreurs des instru- 
ments d'optique ; il restait à appliquer les corrections que nécessitent les appareils 
servant à la mesure du temps. M. Lieussou, en recommandant avec insistance à 
nos officiers de marine l'emploi des méthodes appliquées par les illustres naviga- 
teurs qui ont les premiers fait usage de chronomètres, a rendu à la navigation un 
service qu'on ne saurait méconnaître. 

Le but que nous nous sommes proposé dans ce Mémoire est précisément d'é- 
viter la nécessité d'effectuer les pénibles calculs que réclame l'état encore impar- 
fait des chronomètres, tant pour en déterminer la marche avant le départ, que 
pour obtenir les corrections à appliquer pendant la durée des voyages, corrections 
qui exigent l'observation soutenue des températures. 

Nous n'espérons certainement pas affranchir les observateurs de tout souci à 
l'égard de la marche des chronomètres; mais nous osons croire qu'en suivant nos 
procédés, on arrivera à réaliser la compensation assez exactement, pour qu'il ne 
reste plus à effectuer que des calculs insignifiants, dans les usages ordinaires de 
ces instruments. 
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LES INÉGALITÉS A LONGUES PÉRIODES DU MOUVEMENT DES PLANÈTES, 



Par V. PUISEUX. 
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PREMIERE SECTION. 

EXPOSÉ DK LA MÉTHODE DE M. CAUCnY POUR LE CALCUL DES INÉGALITÉS A LONGUES 

PÉRIODES DES LONGITUDES MOYENNES DES PLANÈTES (*). 

Formules préliminaires. 

Il conviendra, pour plus de clarté, de rappeler d'abord quelques formules dont 
il est fait usage dans le iMémoire de M. Cauchy et qui pourraient n'être pas fami- 
lières à tous les lecteurs. 

I. Soit y (z) une fonction de la variable imaginaire z qu'on suppose dévelop- 
pable en une série ordonnée, suivant les puissances entières, positives et négatives 
de 3, en sorte qu'on ait 

/(z) == Ao-f- A, z +- Ajz'h-. . .H- A_,z"' H- A^jZ"' H-.. . . 
Posons 

r désignant le module et p l'argument de la quantité imaginaire z : si, après avoir 
multiplié les deux membres de l'équation (i) par — z'^dp^, nous les intégrons 
en faisant varier p de — tt à -+- tt et laissant r constant, nous trouverons la 



[*) La mérhode dont il s'agit se trouve expliquée dans les Notes annexées à un Rapport sur un 
Mémoire de M. Le Verrier [Comptes rendus de r Académie des Sciences , tome XX). La concision 
de ces Notes ayant arrêté quelques lecteurs, M. le Directeur de TObservatoire a pensé qu'on ferait 
une chose utile en les reproduisant avec quelques développements et quelques changements de no- 
tation propres à lever les difficultés qu'on y a rencontrées. Tel est le but que j'ai essayé d'atteindre 
dans cette première Section, où l'on voudra bien ne voir qu'un commentaire sur le travail de 
M. Cauchv. 
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formule 

(i) A„ = ±.J^Jf(z)z-"rip, 

dans laquelle n est un nombre entier quelconque, positif ou négatif. 

II. Désignons par ^i le coefficient de z' dans le développement de Texpression 

r ^ ^, suivant les puissances entières, positives ou négatives de z, en sorte 
qu'on ait 

la somme désignée par 2/ s'étendant à toutes les valeurs entières de /, de — oo à 
-f- oo . On obtiendra l'expression d'un coefficient quelconque C^ en multipliant 
membre à membre les deux équations 



I 1.9. I \ .•! 

on trouvera ainsi, en désignant par n un nombre positif, les deux formules 

.• ^ 7" / 7' , t; \ 

" 1.1, ..n\ I (/î-hi) 1 .2 (« -h i) (/? 4- 2.) ''-y 

'^-" ^ (~ ')" 1.2. ../iV ~ i.(/H-i) "^ I 2.(/z-hi)(/H-2j"~- ••)=(— *)" '^"• 

Il existe entre les valeurs de Ci correspondantes à trois valeurs consécutives 
de / une relation propre à faciliter le calcul de ces quantités. Pour l'obtenir, 
différentions l'équation (a) par rapport à z; il viendra 

(3) 7(n-i)/v ^/ = 2,/d:,z'-s 

ou bien 

On en déduit, en égalant les coefficients de 2' dans les deux membres, 

ou 

(4) ^7 -f- ^i^% = -;— ^i^x* 
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Ajoutons encore une remarque qui nous sera utile : multiplions les deux 

membres de l'équation (3) par — et retranchons-la de réquation (a); il viendra 
Si donc on attribue à 7 la valeur particulière 






9. 



on aura, pour ce cas. 



III. Désignons par H„ le coefficient de a" dans le développement du produit 

suivant les puissances entières, positives et négatives de a- : on peut écrire ce 
produit 



a\-W j:^-' 



'-}) v—p 





ou bien, en développant le dernier facteur par la formule du binôme, 

-r('-Fr[-T(-r(r(-i) 



m =. 'x> 



= z 7^7:77. — v-j) U) (— p) 



//» = o 



Mais dans l'expression ( - J ( ' ~ ) l^ coefficient de x" est, en supposant n 
positif, 

/_ ,»,„+„ (m-t)(m — t-i)...(—t-n-i-j) jT 



n-4-m 



1 .?....( /i H- //î ) p' 

' 1.2.../1 ' i^n -^ i) [n -i-^). . ,{n -^ m) \pl '^ 
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Le coefficient H^ sera donc donné, dans le cas de n positif, par la formule 



m=^oc 



s{s-^i), ..[s^-m ^\) ( a\ -('+"") 



^" — 2d 1.9... m y p 



m = o 



^ ' 1.2. ..n (/î-f-i) (/i-f-2).- .(/i 4- m) \p/ *" 



que Ton peut écrire 



I «2. . ./7 \ p/ 



m = ao 



a ^ '" 



_ ^m J(5 4-i)...(j-h-W>-l) ^ (1-0(2 — p.. .(/W-0 / _?__ 

^^ ^ ^ ' I.2...W (/î-i- i) (/î -f- 2). . .(/? -f- /w) l a 

Désignons maintenant par %„ ce que devient H„, lorsqu'on suppose 

I 1 

2 P ' 

en sorte qu'on ait 

la formule précédente nous donnera, pour une valeur positive de «, 
1 . 3 . . . ( 2 /< — I ) a" 



/à^n 



2.4-. -(2/1) ^i _a= 



m = QO 



^y / j\m i«3...(2//i— i) 1.3. . (2/71— i) / a' Y 

-^ ^ ' 2.4...(2//l) (2/î -h 2) (2/ï-h4)- • '(^'''-H 2//l) \l — - a'/ 



m=o 



OU bien, en mettant en évidence les différents termes de la somme 1, 



i.2...(2« — i) a" r f I a- 

2 . 4 . . . ( 2 /l ) à/i a= I ^- 2 /ï -H 2 I — 

1.3 1.3 / a' y 1 

2.4 (2/1-1- 2) (2// -h 4) \' "~ *'/ j 



On a d'ailleurs 
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puisque Texpression (1 — ax) * (i — ax~*) ^ ne change pas, quand on y change x 



I 
en - 



Calcul d'une inégalité à longue période. 

IV. Soient m et m! les masses de deux planètes, celle du Soleil étant prise pour 
unité : soient a et a' les demi grands axes de leurs orbites, fx et jul' leurs vitesses 
angulaires moyennes, en sorte qu'on ait les deux équations 






OÙ f désigne l'attraction de Tunité de masse sur Tunité de masse à l'unité de dis- 
tance. Nommons en outre «, la distance mutuelle des deux planètes, r et r' les 
rayons vecteurs menés du Soleil à ces deux astres, d l'angle compris entre /• et r' : 
la fonction perturbatrice qu'il y aura lieu de considérer dans le mouvement de la 
planète m troublée par m' sera 

et si T, T' désignent les deux anomalies moyennes, les variations du demi grand 
axe a seront déterminées par l'équation 

da ^ 2 dK 

di ^ ~ '^ It' 
On en déduit 

ûffx_ _3 dK 
It^T^ dj' 

d'où, en intégrant deux fois de suite, 

La longitude moyenne de la planète m a, comme on sait, pour expression 



/' 



lidt 

X désignant la longitude moyenne de l'époque. Mais c'est dans la portion / [idt 

que se trouvent les parties les plus considérables des inégalités à longues périodes ; 
car la double intégration indiquée au second membre de la dernière équation 
VII. 22 
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élève au carré les petits diviseurs qui rendent ces inégalités sensibles. Nous nous 
bornerons donc, dans cette première Section, à chercher ce que produit dans 

j ixdt un terme à longue période de R. 

Supposons la fonction R développée suivant les puissances des deux exponen- 
tielles e^^ e^'^~ et soit - frn'C^',^ ^(«'T'-nTOyP'i ^^ ^^^^^ j^ ^^ développe- 
ment dans lequel la différence n' ^l' — n^i soit très-petite en comparaison de jx et 

de fx'. Un pareil terme introduira dans / [kdt^ à la première approximation, la 

partie 



(/î'|x' — ny.Ya 



OU bien, en remplaçant f par la quantité égale -^^ 



m 



— -— — I-7-; naKa„, nC V — I- 

Le coefficient C„',.„ est un nombre imaginaire qu'on peut mettre sous la forme 
.Tl e ^"" ', et alors l'expression précédente devient 

3/w' / f* \' ^ (n'T' — nT-i-Y)/^ 



' .j 



I -h /w \n [k' — n\L 



/la 3TI e ^ ^ ^ ^ i . 



D'ailleurs l iidl contiendra un autre terme de même argument, qui ne différera 



du précédent que par le signe de v^— i, savoir 






En ajoutant ces deux termes, on aura, pour l'inégalité de | jxrf/ dont la période 



est , ,^ — » l'expression 



I H- m 



{~-r^ V/iaaïlsin(fi'r — /iTh-Y): 



si donc on pose 

6^8000 6/?m' / Il y y 

TT 1 -H /W \/l' pt' /If*/ ' 



DU MOUVEMENT DES PLANÈTES. 171 

le produit 

Toïlsin(/j'r — /iT-f-Y) 

sera la valeur, en secondes d'arc, de l'inégalité cherchée. 

Regardons les excentricités et Tinclinaison mutuelle des orbites des deux planètes 
comme de petites quantités du premier ordre ; on sait que le module DïL du coef- 
ficient Cn\^n sera d'un ordre marqué par la valeur numérique de la différence 

n' — n. Mais si Ton considère séparément les deux parties et — -7^ — » 

on reconnaîtra aisément que Tordre du terme en e(""^'~'»'^)v— » dans le dévelop- 
pement de — -j-^ — est égal à /i-f- /i' — a et par conséquent de beaucoup supérieur 

à la valeur numérique de n' — /ï, lorsque les nombres n et «' sont considérables. 
Il suit de là que dans la recherche des inégalités k longues périodes on pourra, 

sans erreur sensible, réduire la fonction perturbatrice R à la partie • 

D'après cela, si Ton désigne par A„/_„ le coefficient de e^"'^ ~'*^^^'"* dans le 
développement de -9 et qu'on mette ce nombre imaginaire sous la forme 

y^e^^^^ (*), on pourra, sans erreur sensible, prendre la quantité 

Txsin(«'T' — /iT-f-fl) 

pour l'expression en secondes d'arc de l'inégalité dont la période est , ,'J_ 

Ajoutons que si l'on veut obtenir le coefficient de cette inégalité avec une erreur 
moindre qu'un nombre donné a de secondes, on devra calculer le module Dii 
de An\^n avec assez de précision, pour que l'erreur de ce module soit inférieure au 
nombre » déterminé par l'équation 

Th = (7. 

On est donc ramené à calculer le coefficient A^^.^n de e^"'^'""^^""' dans le 

développement de -? de façon que l'erreur commise sur le module de An\-n soit 

inférieure à un nombre donné ». 

V. Nommons ^ et ^' les anomalies excentriques des deux planètes, et exprimons 
d'abord v^ en fonction de ces deux variables. Pour cela, appelons s et s' les excen- 



(*) Le nombre désigné ici par 2f^ est la moitié de celui qui est désigné par la même lettre dans 
les Notes de M. Cauchy. 

22. 
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tricités des deux orbites, t et t' les distances angulaires des deux périhélies à Tin- 
tersection des plans des orbites, I Tinclinaison mutuelle de ces plans, i^ et i/ les 
anomalies vraies des deux astres. On aura 



cosJ = cos [v-h r) cos (i^'-h t') -4- sîn((^-|- TJsin (i^'-f- t')cosI, 



ou 



bien 



(6) cos^ = Mcos^'cos^''^-Nsin^'sin^''-|- PsiiiP'cosi^^-f- Qcosi^sini^, 

M, N, P, Q étant déterminés par les équations 

- (M H- N) = cos' i cos (t — t'), - (M — N) = sin» i cos (t H- t'), 
^ 2 'j> 2 



i(P-hQ)=_sin'ism(T + T'), ^ (P- Q) = - cos'L si„ (r- t'), 



et comme on a 



il s'ensuivra 



v' = /•' -h r'- — 2 ;t' cos 5, 



v' == ;* -{- /•'* — alVIrcosi^ . r'cosi'' — 2Nrsini'. r'sini'' 
— aPrsini^ . r'cosi^' — uQrcos^' . r'siiii''. 



Si donc on a égard aux formules connues 



;• =: a (i — e cosïf/ ), r cos^' = a (cos^p — s ), r sint' = a ^i — e* siinp, 
/''= a'(i — e'costj^'), r'cos^' = a'(cos^(;' — s'). /•'sinp'' = aV» — e'*siin(>\ 

et qu'on pose, pour abréger, 



/, =_ aPrta' v/i — e', A' =— 2Qaa' v i — î'% è = «' -h «" H- 1 -f- *' -4-/"', 
c=- 2aU—fç\ c'z=—ia"i'—fz, ri= — ht\ d'=z — h't, 



on trouvera 



v' =z i-4-ccos'^-+- c'coscj/'-+- fl?8iii(|^-f-rf'siiiv|/'-f- /cos2tj^-|- i'cos2;j/ 
-f-/costf C08tj^'-hg^sîn',//sîinj^'-h /isin^cosi^'-h /l'cos^f^siinj^'. 



\ 
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Faisons 

H = i -+- ccos^ -H ^sinip -h l'cosa^, 
(y) Kcosw = c' -h/cosif/ -h Asin^, 

Ksinci) = ^' -h gsin^ -f- A'cosif/; 

la valeur précédente de t.* pourra s'écrire 

V* = H-h Kcos(«{/' — w) -h l'cOS2(p', 

ou bien encore 



v« 



2 2 22 



en posant 

= X , 



r^-'^^f 



On voit par là que si Ton regarde Tangle ^ comme connu, les valeurs de x' qui 
annuleront »'* seront données par une équation du quatrième degré et seront par 
conséquent au nombre de quatre. 

Soit a'e'*^"' une de ces quatre racines, a' désignant un nombre positif : en 
remplaçant x^ par cette valeur dans l'expression de ^^ et égalant séparément à zéro 
la partie réelle et la partie imaginaire, on trouvera les deux équations 

Hh- 1 K (a' H- a'-^) cos (?'— w) -h i i'(a'«H- a'"*) cos2(p'= o, 
- K (a'— a'-) sin (?'— w) + - i'(a"— a'"') 8in29'= o. 

Ces équations restant les mêmes quand on y change a' en — > on en conclut qu'à 



la racine a'c^ ^ ' répond cette autre racine -7 e^ ^ * ; on peut donc représenter par 



ae 'â^ ,ue 'p 

les quatre valeurs de x' qui annulent v*, a' et b' étant des nombres positifs qu'il 
est permis de supposer inférieurs à l'unité. Décomposant alors en facteurs le 
polynôme du quatrième degré 
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on aura 






y.= 1 ,'(x'_a'e?V-.) ('^,_ j. /V^^ (^._b.^.'s/^)/^,_ i. /V-.y 



OU bien 



v' 



2a b . ■ 



Si dans cette formule on remet pour a/ sa valeur é^^'~\ les facteurs binômes du 
second membre, devenant conjugués deux à deux, auront pour produit un 
nombre réel et positif, et comme ^^ est aussi réel et positif, on en conclut que le 

facteur e^^"^^^^""' doit se réduire à 4- i, ou que Ton a ;^'= — 9'. Les quatre 
valeurs de x' qui annulent t,* sont par suite 

et on a, quel que soit a:', 

2 a D^ / \ / 

formule d'où Ton déduira aisément le développement de - suivant les puissances 

de x\ 

VI. Mais, avant d'aller plus loin, il faut montrer comment on pourra calculer 
commodément, pour chaque valeur donnée de (j;, les valeurs de a', b', ç'. Posons 

^' — o'^?'V^-^ V — -L e?''^^ x' — h'e"?'^'^ y? — 1 e~ "^'"^^ 
X, — ae j-^i — ^^ î'^'s — "^ 9*4 — jy^ » 

et en outre 

j, = ^ (x'^ x; H- X3X; ) = cos 29', 

j,=:i(x>'3-f-x>'J=i(a'b'-h^), 

I / / / . , r V I /a' b' 
j,= -(j:,x,4-x,X3) =-(^-4> ^ ,, 



2 Vb' ' a 



on trouvera, en observant que le produit x\ x\ x\ x\ est égal à i , et désignant 
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par la caractéristique S des fonctioDs symétriques de x\, x\, x\, x\, 



Jt-\-yt-\-Xt='-S[x\x\), 



J'.r.J. = § [S(x' •) +S{x'.'x'.'x',')] = i [S(x .') 4- s (-r,)] 
= gj[S(r'.)]«-^S(x>',) + [s(^)]'-.s(5J^)j. 

Mais x\ , x\j jc\j jc\ étant les racines de Téquation 



on en conclut 



SK) = _^e-V^, s(^)=-^e-^, S(X>',) = S(^) = ^ 



On a donc 

H 

K'cos2Gj H 
d'où il suit que Jr^^ jr^, y^ sont les trois racines de Téquation 

Pour la résoudre, nous ferons disparaître le second terme en posant 

■ 

B 

elle deviendra 

Z^ — ^Z —^=0, 

où Ton a fait, pour abréger, 

^_^ R^ _ H /2H' JK^\ K^cosaw _ 2H 

~ 3/'» 4/'^"^'' ^"~ 3? \,^""4i"j "^ 4/" 3i' 
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Si maintenant nous déterminons un nombre positifs tel qu'on ait 



-^(ir 



et un angle u compris entre zéro et n tel qu'on ait 






les trois valeurs de z seront 



^COS^) ^COS ^ 5 «^COS 5 ) 

et par suite celles de jr seront 

H.. yj H „ 2:r-f-\i H ^ 27r — u 
r-7 + «îîlC05^, ^T7 -h «î*^ COS 5 > ^T, "H^COS 

6i 3 3i 3 3/ 3 

» 

Celle de ces trois racines qui aura une valeur numérique moindre que i sera 
y^ = cosaç'; les deux autres seront positives et supérieures à l'unité : la plus 

grande sera ^2 = - ( a'b'+ -^\ et la plus petite sera ^3 = i ( ~ -4- ~ J . Alors, 

pour obtenir a' et b', il suffira, en supposant, ce qui est permis, a' > b', de 
recourir aux deux formules 

a'b' = tang ( - arc sin — j ? — = tang ( - arc sin — | > 

où les arcs qui ont pour sinus — et — appartiennent Tun et l'autre au premier 
quadrant (*). 



(*) En mettant l'équation en y sous la forme 



•7- — '" ) r -f- '' H — ^ COS 2W = 0, 



5l 

'4 



on voit que pour /' = o les racines y^ et y-?, deviennent infinies, tandis que la racine /, se réduit à 
cos 26). Il s'ensuit que quand /' est très-petit, les nombres — 5 — sont eux-mêmes très -petits, et 
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L'angle ç' n'est pas suffisamment déterminé par Téquation^, = cosa^'; mais 
si dans l'équation identique 



x' 



'4-x'-«-^-~(e-"V^x'-Ke-v'-^r'-)-^^ 



on remplace a?' par c^^""', on trouve 

K. H I 

cos 2 ^|/'H-t7 CCS (?{/'— w) -}-—== — ;t->[i — 2a'ios(;f/'— 9')-ha"][i — 2b'cos(<(/-f-ç')-hb'*]. 

De cette équation, qui doit avoir lieu quel que soit ({/', retranchons celle qu'on 
en déduit en changeant ^ en ij;'-+- tt; il viendra 

5-cos(f-«)=-(a'+^)cos(f-»-9')-(b'H-g)cos(f-9'); 

enfin, dans cette dernière, remplaçons successivement ^' par o et par -> nous en 
tirerons les deux suivantes : 

/ K cos«» . ; K siob) 
co8©= — TT- » sm®= — -rr' » 

qui feront connaître l'angle 9' sans aucune ambiguïté et fourniront en outre par 
leur accord une vérification du calcul. 

Dans le cas où l'excentricité g' de l'orbite de m' est une petite fraction, les valeurs 
des inconnues a', b', ç' peuvent encore s'obtenir par des approximations succes- 



alors les formules 



,., (\ . i\ b' /i . i\ 

a' b = tang I - arc sin — ) > -7 = tang 1 - arc sin — J 

ne sont pas d'un usage commode : il vaut mieux dans ce cas développer les seconds membres en séries 
et se servir des formules 

, , , I I j b' I I 1 



VII. 23 
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sives. En effet, la partie H •+- Kcos(iJ;' — &>) de t.* pouvant se mettre sous la forme 

on en conclut qu'elle s'annule pour les deux valeurs de jr', 
le nombre 6 étant doimé par la formule 



6 r= laiig ( - arc sin — • j 



où Tare qui a pour sinus — appartient au premier quadrant. On a par suite 

= 1 (i-H0e-''^x') (i + ee-v'-x'-j. 

2 9 

La valeur complète de t^ peut donc s'écrire 

et par conséquent l'équation t,^ = o peut se mettre sous la forme 



j:'U'4-ee«^+^. 






Mais la quantité r= - a'ç!^ étant très-petite, puisque l'excentricité £' est supposée 
petite, on voit que deux racines de l'équation précédente sont très-voisines, l'une 

de — ôe**^""' et l'autre de zéro. Ainsi — ôe"^""' et o sont des valeurs appro- 
chées des deux racines de l'équation i^^ = o qui ont des modules moindres que i , 

c'est-à-dire de a'e^'^""' et de b'c""'''^"'' ; en d'autres termes, les trois nombres 6, 
o, w H- 71 sont des valeurs approchées des trois inconnues a', b', ç'. 

Ayant des valeurs approchées de a'e'*'^""' et de b'e""^'^""', il sera aisé d'appro- 
cher davantage de ces deux racines de l'équation v* = o; et d'abord la forme 
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même sous laquelle on vient de mettre cette équation fournit immédiatement les 
deux valeurs plus approchées 

_0e +-^^ T^T^—^ K— ' 

si Ton désire une précision plus grande, on pourra faire usage de la méthode 
d'approximation de Newton. Observons, comme conséquence de ce qui vient 

i' 

d'être dit, que — est une valeur approchée de b'. 

VÏI. Les nombres a', b', ç' étant calculés comme on vient de l'expliquer, on 
aura, pour une valeur donnée de tj;, 

(8) i = v/î^(.-a'.-''^'^.')-H.-a'/^x'-)"' 

X (.-b'e?'^x')"'{.-b'e-^'^x'-)'' 
Mais on conclut des formules préliminaires (§ III) 



x' 



les coefficients 3i[ , 51' , Jl', , . . . , Jl^, , Jl^, , • • • ^ étant donnés par la formule 



•""-""" 2.4.. (2/1) ^i — a'2 L a 2/1 4- 2 i — a'» 

1.3 1.3 / a^' y 1 

2.4'(2/ï-+-2) (2/ï-h4)\I — a'V • • -J' 

dans laquelle l'entier /i est supposé positif; on a de même 

+UL. e-f'"^-' x'-' + î||'_, e-'^'^ x'-' + . . . , 
les coefficients î||| , ÎJ' , B,' , • . . , ÎBl, , ÎBL,, . . . , étant donnés par la formule 
ll' = lli' ^ '3... (a/.-!) b" /^^_2^ L__Ë2_ + . \ 

*•• *-" 2.4...;2/l) ^,_b" \ 2 2/1-)- ai — b" / 

23. 
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Si donc on désigne par Jl/, le coefficient de x"^ dans le développement de- sui- 
vant les puissances positives et négatives de jc', on aura 



VIII. Proposons-nous maintenant, en supposant toujours à ij^ et par suite à T 
une valeur détenninée, de calculer le coefficient k\, de e" ^"^ dans le dévelop- 
pement de - suivant les puissances de e ^^\ On a, en vertu de la formule (i), 

si dans celte équation on remplace T' par sa valeur ij»'— s'sinij*', et qu'on fasse 



n 8 , 



2 ' 

on pourra Técrire 

Remplaçons - par son développement suivant les puissances de x\ développenientv 
qu'on peut écrire 2/^ a/ _,, jr"* "^', et il viendra 

A:,=.„|.,.,±/_7^-./('-i)[.---(^.i)].f 

OÙ la notation 2/^ désigne une sommo qui s'étend à toutes les valeurs entières 
de /', depuis — oo jusqu'à -h oo . La quantité multipliée par X^^,_f sous le signe 2 
n'est autre chose, d'après la formule (i), que le coefficient de x''' dans le dévelop 

pement dee ^ '^ji — L(J::'^-±j. cette quantité est donc égale, en vertu 

de la formule (5), à 1 1 AC'^,^ eu désignant par CJ, le coefficient de z'' dans le 
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développement de e ^ '^ . On aura dés lors, pour calculer A'^. , la formule 

(II) A:,=z„(.-^)t',a.:,_,, 

et il suffira d'un petit nombre de termes dans le second membre, vu la rapidité 
avec laquelle décroissent les quantités CJ,, lorsque la valeur numérique de /' 
augmente. 

IX. Sachant calculer A|^, pour chaque valeur donnée de tj;, nous pourrons ob- 
tenir comme il suit lé coefficient cherché A„«,_„. Représentons par A_„ et ^^^ les 
coefficients de e"^ ^"~' et de x"" = e"""^^— » ^2jï% les développements de - sui- 
vant les puissances de e^^~*' et de x = c^^""', ces coefficients étant des fonctions 
de i(' ; faisons d'ailleurs — = y et conservons les notations du § IL En raisonnant 



comme on l'a fait ci-dessus pour obtenir la valeur de A^,, on démontrera l'équation 

(12) A.„ = 2/ (" — -) ^/-^-n-H- 

D'un autre côté, l'équation - = 2» X^ x" peut s'écrire 






d'où l'on conclut 



2- •'^-n+P ^^ • 



Soit maintenant k un nombre entier plus grand que n et tel que la différence A: — n 
ne se réduise pas à un petit nombre d'unités : si dans la dernière équation on rem- 
place successivement x par les k racines de l'équation binôme a:* = i , ce qui re- 
vient à attribuer à ij; les A: valeurs o, -r » 2 .—>••• 5 (A: — i ) . -7- ? on trouvera, en 

ajoutant les équations ainsi obtenues et en désignant par S^ une somme relative à 
toutes ces valeurs de a: ou de (j;, 

Sa = A" ( Jl».„^£ H- X^n^i^i H" X~nArl^\l -+-••.-!- •^-n44-* H~ «^-n+l-î* 4" • • • )• 
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On en conclut 

en faisant 

Remplaçons ^\^^n+i par cette valeur dans l'équation (1 2), il viendra 



ou 



ou, en vertu de la formule (5), • 

A..=is,^.-'('-;)[._i(.^i)]_.,(,_i).,, 

encore, en remplaçant y et a: par leurs valeurs — et e^^""', 

A_„=lS,^e"('^-"°^^^~(,-ecos.|,)-2,(i-^)e,.S 

OU enfin, en observant que vj; — ssin^j; n'est autre chose queï, 

A_„= ;J-Sii -^e" ^""' (1 — £cos^|/) — 2^ (* — -) ^t^- 

Substituons cette valeur de A_„ dans l'équation 

que Ton conclut de la formule (1) en observant que An\^n est le coefficient de 
x'"' dans le développement de A_„ suivant les puissances de a/, il viendra 

A.,.. = is.[."^'^(-.c«,«.J;£'i<,-"'-'^rfr] 



-tM'-'^'j::--"^'-"^- 



Si donc on pose 



('^) p-i-.^^{^-n)^'rj''"'"'''^'''''' 
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et si l'on observe qu'en vertu toujours de la formule (i ), — / - e^ «'T'v-' ^^^ 
n'est autre chose que A'^. , on aura 

A„.,.„ = j Sa A;;, e"'^^~' (i — £Cos^|/) — p ; 

par conséquent, lorsque le nombre entier k sera assez grand pour que p soit négli- 
geable, c'est-à-dire pour que le module de p soit inférieur à la limite » déterminée 
ci-dessus, on pourra calculer An\^n avec une exactitude suffisante à l'aide de la 
formule approchée 

(i4) A„.,.„ = j S*A;^, e"^^""' (i— ccos^|;). 

X. Quand on veut réduire en nombre les formules qui précèdent, il faut, d'une 
part, assigner à l'entier A: une valeur assez grande pour que la partie — jO du 
coefficient A v.-« puisse effectivement être négligée, et d'autre part calculer la partie 

conservée tS^ AJ,. e** ^~' (i — gcost);) avec assez de précision pour que les erreurs 

commises dans ce calcul soient sans influence sur la détermination de l'inégalité, 

au degré d'approximation dont on veut se contenter. En cherchant à établir les 

règles qu'on doit suivre à cet égard, on est conduit à résoudre une question de 

maximum dont nous allons d'abord nous occuper. 

La quantité désignée ci-dessus par a' est une fonction de la valeur particulière 

attribuée à ^ : proposons-nous de déterminer, au moins approximativement, le 

* 
maximum aj des valeurs que prend cette fonction, lorsqu'on fait varier l'angle ij/' 

de o à a;r, et cherchons en même temps les valeurs b' et 9' de b' et de <p' corres- 
pondantes à ce maximum. 

Dans cette recherche, nous regarderons les quantités I, £, e' comme assez petites 
pour qu'on puisse négliger leurs carrés ; il en résultera 

M = N r=r cos (t — t'), — P = Q = sîd (t — t'), /=g = — aaa'cos (t — r'), 
A=: — hl= aaa'sin(T — t'), 6 = a* 4- a", c = — a a [ae — a'e'cos(T — t')], 
c'= — la'la'e' — aecos(T — t')], d= — 2aa'6'sin(T — t'), rf'==2aa'esin(T — t'). 

En même temps les formules (7) se réduiront aux suivantes 

H=:a*-ha'*-Hccos4'-H^sîrnp, Kcosoi) =/cos^ -h/isîin|>-f-c', 
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dont les deux dernières nous donnent 

K^==y^4-//»H-2(c'/— ^7/)cos4;4-2(c7i4-rfy)sm;|;=4a'a'*H-4a'*(ccos4;H-rfsin 

et par conséquent 

K = 'xaa' H- — (ccos^ -j- rfsintf'). 



a 
a 

Posons 



ai — a'e'cos (t — t') = A cosa, a'e'sln (t — t') = Asina, 



en sorte que A désigne le radical ya^c^ H- a'^s'^ — aaa'££'cos(T — t ) pris positi- 
vement ; il en résultera 

c = — aaAcosa, c?= — 2aAsina, 
et les valeurs de H et de K pourront s'écrire 

d'où il suit 






Mais, au degré d'approximation dont nous nous contentons, on a (§ VI) 



a 



= tang(^arcsin-j; 



on voit par là que a' est maximum en même temps que — > d'où il suit que la 

valeur de i( qui fait acquérir à a' sa valeur maximum a'j est égale à a -h tt, si l'on 
a «' > a, et à a, si l'on a « > a'. 

Considérons d'abord le premier cas, celui de a' > a : on aura 

a, =:tang^, 

z désignant le plus petit arc positif déterminé par la formule 

sin 



'°^ "" a} -f- û" Y^ a («» -h a'')\ 



Mais de cette valeur de sinz on conclut, en négligeant toujours le carré de A, 



cosr = 



fl'2 — a"- ^Aan'- ^z i — cosz a^ / 2A\ 
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on a donc 



a 



Les valeurs correspondantes de K et de oa se tireront des deux équations 

Kcosod =fcos^-\- Asintp -f- c'= — saa'cos (4' -H t — "^ ') "^ ^S 
K sin ût) =fsiiï^ — hcos^ -\- d' =. — ^aa' sin (4* -4- t — t') -f- d'y 

après qu'on y aura remplacé ^ par a + tt ; si donc on désigne ces valeurs de K et 
de 0) par K4 et cOf, on aura 

KiCoscit)i = 2aa^cos(a -f- t — t') -f-c', Kj sinwi = ^aa' s\n (a -Ht — t') + d' , 

On voit que la différence entre w, et a -f- t — t' s'annule en même temps que c* 
et d\ c'est-à-dire en même temps que les excentricités ê, e', et on trouve aisément 

. c'sinfaH-T — r') — rf'cosfa •+• t — r') 
«1 = « 4- T — t' î^ '--—i ^ -' ; 

mais en ayant égard aux valeurs de c', d'j sin a, cos a, on reconnaît sans peine 
que la quantité c'sin (a -f- t — t*) — rf'cos(a -t- t — t') se réduit à zéro : on a 
donc simplement 

w, = a-f- T — t', 

et comme, en négligeant les carrés de £ et de e', on a 

on en conclut 

L'équation 

_/ 
K= ^aa' -^ (ccos«(/-f- dsm^) = 7.aa' — sAa'cos [^ — a) 

nous donne ensuite 

Ki = 2aa' -f- aAa' = 2aa' ( iH — 

et cette valeur substituée dans la formule approchée 

b'=i: 

K. 

VII. 24 
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ms fuurnit enfin la valeur de b' . Ainsi, en résumé, dans le cas de rt* > a, on » 



Dans le cas de a > a', on trouvera de même 



■f.rsa + T — t' + ï! 



XI. Nous aurons encore besoin de la solution d'une autre question de maxi- 
mum, toute pareille à la précédente et qui se présente, lorsque, au lieu d'ordonner v" 
suivant les puissances de la variable x' = e*'*~', on l'ordonne sui:^'ant les puis- 
sîinces de .r = c**~'. On a alors 



= H'+ i K'e--'^^x-(- - K'e"''/^'x- 



+ ~ tx' -h - IX-' 



W, K' et w' étant des fonction» de ij»' définies par les équations 

H' = b-\- ccosip'-i- (/'siniji' •+- i'iosaiji', 
K'costi)'^ c+ycosi^'-t- /('siniji', 
K'sinw' = J + ^siniji'-l- /noiiji'. 

Pour une valeur donnée de ij»', l'équation .,* = « fournira quatre valeurs de J-, 
et on prouvera, en raisonnant comme an § VI, que ces valeurs peuvent être mises 
sous la forme 



a et b désignant des nombres positifs, inférieurs à l'unité et tels qu'on ait a > b. 
Ces nombres seront, aussi bien que l'angle 9, des fondions de la variable ((»', et on 
pourra se proposer de déterminer le maximum de a ainsi que les valeurs corres- 
pondantes de b et de 9. 

11 suffira, pour cela, d'un simple écbange de lettres dans les conclusion» i 
paragrapbe précédent, et on trouvera que si l'on pose 

o'e' — aecos (t — r') = Acosa', — at sin {t — r') = Asina', 



(d'où il résulte pour A la même valeur y'a'g' + a" i"' — 2aa'Eî'cos{z — t") 
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ci-dessus), les valeurs a,, b,, f, de a, b, f, qui répondeut an maximum de a, 
seront approximativeineul, daus le cas de a' > a, 



et dans le cas de a > a'. 



4). 



O. ^ « — T -\-T - 



XII. Revenons maintenant au double problème indiqué au commenceiiienl 
du $ XI, et proposons-nous d'abord de déterminer une valeur convenable de t. 
Observons pour cela que si l'on voulait calculer efïecttvenient la quantité p à l'aide 
de la formule (i3), il suffirait d'attribuer à l'entier / des valeurs voisines de zéro, 
attendu que t/ décroît rapidement à mesure que la valeur numérique de / aug- 
mente : le nombre / pouvant être supposé petit, tandis que net k sont considé- 
rables, il en résulte que ii^„+/+i est le ternie principal de la somme désignée par s 
et qu'ainsi on peut regarder ce terme unique comme une valeur approchée de s. 

Maintenant si l'on applique à la quantité ~, regardée comme fonction de (J;, ce 

que l'on a démontré dans les §§ VI, VII et VIII, en la regardant comme une fonc- 
tion de i[i', on trouvera, à la place de la formule (9), l'équation toute pareille 



■^" = \/-r 



X33o< 






où %„ et 56, désignent ce que deviennent %'„ et ÎB^ quand on y remplace a' et b' 
par a et b. Mais pour une grande valeur positive de n on a sensiblement 



ou à trè»-peu près, en vertu de la fonnule connue de Stirling pour t'évaloatioi! 
dn produit d'une suite de nombres. 



, les quantités jk. 
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petites, sauf iBo cpii diffère peu de Funité. On a donc approximativement, pour 
une grande valeur positive de w, 

(13) o^n = V/ "^ ' / . = ^ • 

^ V ' V^Tr/i(l— a') 

Appliquons cette conclusion à la quantité .Ao^n-hi+k qui forme, comme on Ta vu, le 
terme principal de j, et nous aurons à peu près 

V ' y^7r(A-4-/ — /i)(i— a') ' 

ou encore, / étant petit en comparaison de A: — w, 

Cela posé, observons qu'en vertu de la formule (i3) mise sous la forme 

le module de p est inférieur au module maximum de la fonction de ^ désignée par 
2/( I — -j C/j; on aura donc, en mettant pour s sa valeur approchée (i6), 

V ' v^Tr(^ — /îj(i — a') \ '»/ ^ 

mais, en vertu de la formule (5), on a 



• - • 



ou approximativement 






a-'<?^^ ac ^' /e 

a 1 ^ 
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par où Ton voit que le module de 2/ f i ] Ci (ae""^^""*) est à peu près égal 

^ ^ ^ . Il en résulte 

j 1 j ^ . j . /aab a*-" ""("V"*"' ^"j'c^»?- 

module de p <r maximum de i / • . /» ^ ^ 2 / 

Pour de grandes valeurs de A, le maximum du second membre de cette inégalité 
répondra sensiblement au maximum de a : si donc on désigne comme ci-dessus 
par a, le maximum de a et par b,, cpt les valeurs correspondantes de b et de ç, 
on aura 



module 



dep<y/^ 



OU 



bien 



^2a, b, 


a*-" 


rv 


a 


.,-._. 


a 


f V7r(X-- 


-n)(i- 


aï) 

• 




module de 


P<A 


a*-" 

n -' 









en posant, pour abréger, 



Il suit de là que le module de p sera inférieur à la quantité », si l'on a 



a*- 



A <H, 

ou bien 

(A — /i ) log ^ -H ^ log (* — /i ) > log - . 

Si donc on détermine le nombre u par l'équation 



(17) ulog i + ^ logM = log -, 



A 
a, 2 ^ ^ « 



il suffira de prendre k égal ou supérieur à /i -f- w, pour que p soit négligeable. On 
n'aura besoin d'ailleurs de connaître le nombre u qu'à une unité près, et c'est à 
quoi l'on parviendra sans peine par la substitution de nombres entiers consécutifs 
dans le premier membre de l'équation (17). 
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Xlll. Examinons ensuite avec quel degré de précision il faudra calculer les 

valeurs de A'^. correspondantes aux k valeurs o, -r^> 2 -t-'- • •> (A — 1) -7^ de ^, 

ou, en d'autres termes, quel nombre de décimales il conviendra de conserver dans 
les logarithmes. Observons pour cela qu'en vertu de la formule (i4) Terreur du 
module de» A„\^n sera certainement inférieure à », si pour chaque valeur de ^^ 

Terreur du module de A' est inférieure à Or si, dans le second membre de 



I -+- s 

Téquation (11), on ne garde que les deux termes principaux, elle se réduit à 
celle-ci 






OU sans grande en*eur à cette autre 

A'.=: cl/, 4- -in' — i)t' X'. .. 

Mettons pour A>'^. et X[,_^ les valeurs que fournit la formule (i5), lorsqu'on y rem- 
place a, b, (p par a', b', 9', et n par n' ou w' — 1 ; Téquation approchée qui précède 
deviendra 



/ 2a'b' fa"" -„'ç,V~i . ' / / \ / a'"'"' -rn'-i)p' y^îr;-] 



par où Ton voit que le module de M^, est au plus égal à 



/ 2a' b' /a'-' I , \ 



et à fortiori au plus égal à la quantité 



Le maximum des valeurs que prend cette expression, lorsqu'on y fait varier tj*', 
répond sensiblement au maximum de a' ; on peut donc regarder la quantité 






comme une limite supérieure du module de AJ^. Il suit de là que Terreur absolue 
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M)' 



commise sur le module de A' sera inférieure à ^ si Terreur relative coiumise 

" I -h I 

dans le calcul de ce coefficient est au plus éeale à Or quand on fait 

usage de Tables de logarithmes à p décimales, la limite de Terreur relative com- 
mise sur les nombres qu'on calcule peut être exprimée par — ^» M étant le 

module des logarithmes vulgaires : Terreur absolue du module de A|^, sera donc 

inférieure à » et par suite Terreur du module de An\^n sera inférieure à a^ si 

Ton a 

ou bien 



^>log 



m 



Telle est la condition qui déterminera le nombre p de décimales que devront con- 
tenir les Tables de logarithmes dont on fera usage. 

XIV. Il ne sera pas inutile de résumer ce qui précède, en rassemblant ici 
toutes les formules qu'on aura à réduire en nombres dans les applications. 

Les éléments dumouvement elliptique des deux planètes étant supposés connus 
ainsi que leurs masses, on trouvera sans difficulté Tinclinaison mutuelle I, les 
angles t, t' et la quantité 

y 648000 6/1 /W' / fi \* 

à Taide de laquelle on déterminera le nombre « = -• On calculera ensuite M, N, 
P, Q à Taide des quatre équations 

-(M-f-N) = co9'î-co»(T— t'), -(M — N) =sin'î-cos(r-+-T'), 

Jt Ji ^ Jt 

i(P4-Q)=_sin'lsin(t + T'), i (P-Q) = -côs' isin (r- r'); 
puis I, i',f, g, hy A', b, c, c', d, d' à l'aide de celle&<;i 



■=io'£', t' = io"e'% /= — aMao', g = — -i^aa' ^/i — e* / 



A = — aPaaVi — £', A' = — aQaa' ^i — e'% A = a' -+- a" + / -+-«' +/«', 
c=-aa»£— /£', c'= — ia'*s'—fe, d=—ht', d'= — h'î. 
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On pourra alors, en ne gardant que deux ou trois décimales dans les logarithmes, 
calculer le nombre A à Taide des équations 

ae — a'e'cos (t — ^') = Acosa, a'e'sin (r — r') = Asina, 

ou, si Ton aime mieux, au moyen de celles-ci 

c= — 2aAcosa, d= — saAsina, 

puis déterminer a'^ et h\ par les formules 

a , = — ( iH — ]j b' = 7 -r 9 dans le cas de a'^ a. 

ou 

a'. = — (iH — b b'= 7 rr-j dans le cas de a' ^ a. 

On trouvera alors 






et la condition 

e(i -4-e) 



^>log 



m 



indiquera à quelles Tables de logarithmes on devra avoir recours dans le calcul 
de A;,/._„. 

Mais avant d'entreprendre le calcul de kn\^n^ il faudra fixer la valeur de /:, et, 
dans cette recherche, des logarithmes à 3 décimales suffiront. 

On déterminera a' par les équations 

a'c' — aecos (r — t') = Acosa^, — aesîn (t — r') = Asina', 
ou, si Ton veut, par celles-ci 

c' = — 2a' Acosa', rf' = — 2a' Asina'^ 



puis on obtiendra a,, b,, ç^ par les formules 



i = -7(n — ;}> bj= -j -— r-> cj*i = a' — T -4- t', dans Ic cas de a' ]> a, 
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ou par celles-ci 



a, = — (iH — j]j b, = 7 --^y "i-, = a' — T-f-T'-Hr, dans le tas de «> ^/'. 

ti \ al , / A \ 

Cela fait, on calculera la quantité 

(« -i-i , n — I \ 



A 



— 4 / ^^'1^' 



puis on formera Téquation 



A 



// loe 1 — ioc n = loe -? 

® a, 2 ^ ^ a 



et ayant déterminé à une unité près la valeur de u qui la vérifie, on prendra pour k 
un nombre entier supérieur à « + m. 

Faisant maintenant le calcul avec le nombre p de décimales déterminé ci-dessus, 

on cherchera T pour chacune des valeurs 0,-7-9 a —»•••» (A: ■- i) -r- de tj;, au 

moyen de la formule 

T =:^ — esin^|/, 

et H, K, 0) à Taide des suivantes : 

H = 6 -i- ccosif/ -4- d^wiif -f- 2'cos2;|;, Kcosot) =y^cosî{' -f- Asinij^ -4- c\ 

R sin w = g siii i^ -f- /l'cos'^ -f- 'i' 5 

puis on formera les quantités 

^ _ H^ _ K* S) — ^ /l?' ^\ KHos 2a) _ 2H 

"" 3/^^ 4/'= "^ ^' ^"^ 37 \^'^ "" 4i'V "^ 47'~ 3/' ■ 
les équations 

/$\^ 39 

.1=2(^3J, cosu=^ 

donneront alors <^ et u, et on en conclura les valeurs des trois quantités 

H ^ w H 27r-+-u H ^ 2ïr — V 
xT7-+-^COS^9 zz-r, -\- S^^OS 5 -> 5^,-l-^COS -, 

Deux de ces trois nombres surpasseront Tunité; le plus grand de ces deux-là étant 
Vn. 25 
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désigné par y^ et le plus petit par y^ , on déduira a' et b' des deux formules 

a'b'= tang ( - arcsin — |> -7 = tang ( - arcsin — j> 

auxquelles toutefois il conviendra de substituer les deux suivantes : 
,, . I 1 f b' I I 



dans le cas où j^ et ^3 seront de grands nombres ; puis on aura 9' à Taide des 
deux équations 

, K cosoi) . , R sinw 

a H- -r -+- 1> -^ w b -♦- r? — a' ^ 

a b b a 

Observons d'ailleurs que quand l'excentricité i sera suffisamment petite, il pourra 
être préférable, après avoir obtenu H, K et w, de calculer a', b' et 9' par des 
approximations successives, comme il a été indiqué à la fin du § VI. 

Avant d'aller plus loin, il faudra se procurer les nombres C^, C',, Cj,. . ., au 
moyen des formules 



' 2 * I.2.../l\ I.(/l-hl) I.2.(/l 4- l) (/î-h2) / 

le premier, t^ , devra être calculé avec p décimales au moins, et les suivants avec 
des degrés d'approximation dont on jugera sans peine en considérant qu'ils 
doivent être substitués dans la formule 

K = ^'' (^* "" ;7 j ^/' ^V,-/' • 

Cette même formule, jointe à l'équation 



montrera également quelles sont, parmi les quantités 



(*) La formule (4) pourra servir à vérifier les calculs. 
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celles qu'il sera nécessaire de déterminer, et avec quel degré d'approximation on 
devra les calculer. On les obtiendra d'ailleurs à l'aide des deux formules 



" ~" 2.4». «(a/?) y'i a'' L ^ 2/2 -+- 2 I — a'' 



I 3 I 3 



,,-h4)(i-a'0 •••] 



2.4 (2/1 -h 2) (2 
" 2.4. ..(2/1) ^ I _ b" L ^' '^n-\-QL I — k- ''*J 

Cela fait, on calculera les nombres 

vJ/i', VJ„/_| , Cr„'_t , . . • , VJ„'+1 9 ^n'+l > • • • » 

au moyen des équations 

-f-j3iL.ÎB>os(/i'— 2)9'-hj3i;,_,îl>;cos(/i'— 4) 9'-^- • • » 

-X-.îl>>in (/!'- 2) (p'-j3i:._,îl>;sîn K- 4) ?'-. . . , 

et alors, en représentant par Vcosv et Vsinv la partie réelle et le coefficient de 
sj — I dans le produit A'„,(i — £Costj^), on aura, pour déterminer V et v, les formules 



V COS V = (l — € cos^J/) V/^^T— ^'' ( ' "" ^) ^'r F«'-^» 
Vsinv = (i — ecostp)i/— T7- 2/, ( i — ^j C'^.G„/»//. 

Ayant obtenu les quantités V et v pour chacune des A: valeurs de cj;, on aura X et û 
par les équations 

X cosfl = ^ Si V COS {v -f- îiT) , 
XsînH = -SAVsin(v-+- /iT)-, 

il ne restera plus alors qu'à substituer ces valeurs de x et de û dans la formule 

TXsîn(n'T'— /iT-hn), 
qui est l'expression de l'inégalité cherchée. 

25. 
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Méthode abrégée pour le cas où, le nombre n' étant considérable ^ rexcentricité é' 

est très-petite. 

XV. La méthode qui vient d'être expliquée fait dépendre le calcul de A'„. de la 
détermination préalable des quantités 






-4-2 » • • • • 



Mais lorsque l'excentricité s' est une petite fraction, n' étant d'ailleui's un nombre 
considérable, on peut évaluer A'„, à l'aide d'une formule approchée dont l'emploi 
est beaucoup plus expéditif. 

Pour parvenir à cette expression de A'„r, M. Cauchy fait usage de quelques for- 
mules qu'il conviendra d'établir d'abord (*). Toutefois, en les démontrant nous 
supprimerons, pour abréger, l'examen des conditions de convergence des séries 
dont nous nous servirons; on s'assurera aisément que ces conditions se trouvent 
remplies dans les applications. 

Soit u une fonction de x; désignons par Aw sa différence première pour un 
accroissement de x égal à l'unité. En nommant z la somme « H- Aw, on aura la 
suite d'équations 

dont chacune s'obtient en égalant les différences des deux membres de la précé- 
dente. Si on les ajoute après les avoir multipliées respectivement par -hi, — i, 
1 , etc, on trouve 



u = z -^Az -h A^z — A^2-{-.... 
Les équations 

u -h Au = z, u=z — Az-\-A^z — A^r-f-..., 

dont la seconde est une conséquence de la première, peuvent s'écrire symboli- 
quement 

-3 = (i -h A) 1/, zi = (i — A 4- A' — A^ -h . . . ) 2 == — i— z, 

I "^ ia 

en convenant de réduire — — en une série ordonnée suivant les puissances de A, 



(*) J'ai cru devoir exposer en premier lieu la marche suivie par M. Cauchy, mais on trouvera 
phis loin (§ XVII) une autre démonstration de la formule qui donne la valeur approchée de A'^ , 
démonstration fondée sur des considérations plus familières, ce me semble, ù la plupart des lecteurs. 
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comme si la caractéristique A désignait un nombre, et de remplacer chaque pro- 
duit d'une puissance de A et d'une fonction de x par la différence de la fonction 
dont Tordre est égal au degré de la puissance. 
Posons, pour simplifier l'écriture, 



= 1 — V5 



nous conclurons de ce qui précède que l'équation 

2= (i -h A) a 

entraîne cette autre 

u = {i — v) z. 

Supposons, par exemple, la variable x égale à un nombre entier positif n et faisons 

en désignant par [^J„ 1 expression — ^ ^ ? on aura d une part 

I • 2 • • • /• 

* p -| 5(5-4-1). . .(^ + /î) 5(5-1-1). . .(5 -f- 72 — l) (5 1)5. . .(5-t-/t l) p -j 

'- '*" I .a. . .(/I-i-l) 1.2... 77 I .2. . .(/î -h l) ^ >+* ' 

d'autre part, en vertu de ce qui précède, Téquation 

entraînera celle-ci 

d'où Ton tire 

et par conséquent, en changeant /i en /i — i , 

y[5]„= [^— l]n. 

Regardons de nouveau la quantité u comme fonction d'une variable continue x, 
et représentons ses dérivées successives par Dz/, D' w, D'w, .... On aura, par la 
série de Taylor, 

. . Dm D'« D'à 

U-|-ilf/ = MH 1 1 r 4- ... 5 

I 1.2 I .2.5 
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c'est ce que Ton peut écrire symboliquement 

(i8) (i'+-A)u = e^u, 

en convenant de développer e^ suivant les puissances de D, comme si cette caracté- 
ristique était un nombre, et de remplacer chaque produit d'une puissance de D et 
d'une fonction de x par la dérivée de cette fonction dont Tordre est égal à l'expo- 
sant de la puissance. Si maintenant on représente par i/«, ce que devient u quand 
on change a: en j: — i, on aura encore par la série de Taylor 

Dm D^u DUi 



li_^ = u 1 



3 1 • • • > 
ou symboliquement 



u^t = e ^U] 



mais, d'un autre côté, de l'équation 

u= i/_, H- ùu^i = (i -f- A) u^i 
on conclut 

on peut donc écrire 

(19) (i — y)ii = e-*^ii. 

Cela posé, considérons le produit ( i — j ) / (^) et admettons qu'il soit déve- 
loppable suivant les puissances entières, positives et négatives de x. En nommant 
An le coefficient de x" dans ce développement et faisant x = he^^"^ , nous aurons 

Admettons, d'un autre côté, que f[he^^^) soit développable suivant les puis- 
sances entières et positives de p et posons 



m = QO 



m=.o 

il s'ensuivra 



m = ao 



^-=^2-x7«-""^(-^"^)>*■ 



m=o 
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Mais si l'on fait 

et que dans cette équation on regarde n comme une variable continue, on trouve, 
en différentiant les deux membres m fois de suite par rapport à n , 

« 

où la caractéristique D" désigne une dérivée d'ordre m prise par rapport à la va- 
riable /i. La valeur de A„ pourra donc se mettre sous la forme 



m = oo 



A„=A- 2 c,»(v^^^rD:N, 



m = o 



OU symboliquement 

en convenant de développer/ {he" ■) suivant les puissances de D^, conformément 
à la formule (ao), comme si D^, était une quantité, et de remplacer, après la mul- 
tiplication par N, le produit de D* et de N par la dérivée D"N. 

Faisons à présent converger le nombre h vers la limite Ar, et supposons le nom- 
bre s compris entre -f- 1 et — 00 , de sorte que N tende vers une limite finie : nous 
obtiendrons l'équation symbolique 

la quantité N étant définie par la formule 

Soit maintenant F(ii, t^) une fonction des deux variables w et i> développable 
suivant les puissances entières et positives de << et de p ; remplaçons dans les for- 
mules précédentes /(x) par F (x, -\ et nous aurons pour le coefficient de x^, 

dans le développement de ( i — j ) F (x, - ) suivant les puissances positives et 
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négatives de jr, Texpression symbolique 



N étant toujours défini par la formule (qi). Mais dans cette expression de A„. on 

peut, en vertu des formules (i 8) et (19), remplacer e" " par i — y et e " par 1 H- A, 
les caractéristiques A, y se rapportant à des accroissements de n égaux à l'unité : 
alors il n'est plus nécessaire de regarder n comme une variable continue, et en lui 
attribuant uniquement des valeurs entières et positives, auquel cas N se réduit 
à [j]«, on obtient enfin, pour calculer A„, la formule symbolique 

(22) A„ = A~"F(A-Av, A-^-hA-*A)[5]„. 

Pour en faire usage, il faudra développer la fonction F (A: — Ay» ^* "*" ^"^ ^) sui- 
vant les puissances entières et positives des symboles v^ ^ 5 chaque terme du se- 
cond membre contiendra alors un facteur de la forme A'^v'" [5],, qu'il sera aisé 
d'évaluer ; car des formules 

on conclut immédiatement 

XVI. Revenons à présent au développement de - suivant les puissances de 

T' i/— -T ii'T'*/— -T 

l'exponentielle e ^ , développement dans lequel le coefficient de e a été 

désigné par A',,. En vertu de l'équation (10), on peut dire que A^. est aussi le coef- 
ficient de .r'"' dans le développement de la fonction 



■^i^)-:[-H^^W'^'< 



suivant les puissances de a:\ Mais de la formule (8) on conclut 



■^''''=(-:=7^j '"(''• ^) 
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la fonction F étant définie par Téquation 

F(«,^)=y/îp:(._a'.'''^^.r(i-bV'''v'-«r(._b'e-'''^^.r 

On pourra donc, en vertu de la formule (aa), calculer la valeur de h'^. à Taide de 
Véquation symbolique 



/_! ^?'SP^ 



la fonction F étant celle que définit l'équation précédente, et la lettre | désignant 

la quantité a'"* e 

Admettons à présent, d'une part, que n' soit un nombre considérable, et de 
l'autre que é soit une petite fraction : la quantité 

L2 J„/ in' -^ 1 \_l\n' 

étant très- petite en comparaison de - » nous pourrons négliger A^ dans la for- 
mule (a3). Nous y remplacerons donc par A la caractéristique 



V = A — A' -4- A' 



• • ? 



et dans le développement de F(Ç — ÇA, Ç~* 4- 1"' A) suivant les puissances de A, 
nous ne garderons que la première puissance de ce symbole ; de plus nous négli- 
gerons £'* et le produit de A par î\ Alors, en observant que b' est de l'ordre de ê'^, 
nous aurons l'équation approchée 



où la lettre 1 désigne des logarithmes népériens, et nous en déduirons 



I a" 



VII. 26 
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d'où, en négligeant toujoui's A', 



= y/Ip:(._a'r^[i-^u-t-r)]«-'''^-^'"^[»-H^7:^.A-/u-Hr)A]. 

Il en résulte 

ou bien au degré d'approximation convenu, ce qui permet d'écriie — ; à la place 



de — j^ , 

2/1' 4- 2 



F(ç-sv, r'+r'A)[i], 



I «■• 






OU enfin, en observant que 7' est égal à 



/î'î' 



^ ^ e' ., I a'* 



Si donc on pose 



«=V^^-(-^")"^-'^[îL' «=î"(5-r')-4-u-Hr)-|^,T^' 



on aura la valeur de A|,, par la formule 



(=^4) A'=^e'^, 



XVll. On peut donner de cette formule une autre démonstration indépen- 
dante des équations symboliques établies dans le § XV. Ainsi qu'on Ta déjà 

dit, il suit de l'équation (10) que A'^, est le coefficient de jc'"' dans le développe- 
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ment de la fonction % 



? 



M=:[-H''-J)]«''^'"^^- 



et il s'agit de le calculer approximativement, en regardant g' et — comme de petites 
quantités dont on négligera les carrés et le produit. On a 

l=^^(._a'.-^'/^a:')"'(i-aV'^i,)"'(.-b'e''V^x')"^ 



I 



y'^/n 1\ » 



X(i — b'e ^, , 



mais b' est de l'ordre de e" ; on peut donc remplacer les deux derniers facteurs par 
l'unité, et si l'on pose, comme ci-dessus, 



l = a'- e?'^- 



I 

9 



on aura 






et par suite 



Mais si Ton appelle Cn' le coefficient de jc"*' dans le développement du produit 

*"''=(-f)i-*^)''' 

la valeur de C„/ se déduira de l'expression de H;, donnée dans le § III en y rem- 
plaçant n par n\ a par a'^Ç, /3 par ^, ^ et / par -; il viendra ainsi, en négligeant 

le carré de -;, et représentant, comme ci-dessus, l'expression 



s(s-i-i). . .{s + n' — i) 

I . 2 . . . «' 



par [s]„,. 



36. 
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Soit maintenant D,/ le coefficient de x"^' dans le développement du produit 



on aura 



D„, = C. - i' (C„... + C„,,.) = C„, [. - '- (^ + ^)] 



W_i W^.| 



mais si dans les rapports -^, -^9 qui sont multipliés par f » on néglige -7» on 
aura simplement 






il en résulte 



Appelons m un nombre entier positif ou négatif, mais peu considérable, en sorte 
que — puisse être regardé comme étant du même ordre que -7 : on aura sensible- 
ment, d'après la formule précédente, 

d'où il suit 



Mais le rapport p^ , pouvant se mettre sous la forme 

UJn' 

V~2(«'-hl)j V~2(/l'4-2)j*" V""?.(/l'-+-//l)j 

lorsque m est un nombre positif, et sous la forme 



y '^[n'—m'^i))y 2(/i'-m'-h2); '"' V 2/2' 
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lorsque m est un nombre négatif — m', on voit que ce rapport se réduit à 



\ 2/1' 



m 



quand on néglige les quantités de Tordre de -75 ; si donc on pose 



I 
I 



2/1' 



= w, 



on aura pour les petites valeurs de m, positives et négatives, 



D„^+m = W"*D„.. 



Revenons maintenant à la fonction 






si nous y remplaçons zs{x') par son développement 

... H- D„'., x'"'-» -h D„' x'"'-h D,'+, x'"'+» -h... 

eX e ^ ' par 

• • • "T" V^__ jCf "^ O- "T" V^i X ' I • • • j 

nous trouverons pour le coefficient de x*^ dans ç (a:') la valeur 



A:.= y/^2„£;.D„,_„. 



Mais les nombres C^ décroissant rapidement à mesure que la valeur numérique 
de m augmente, les seuls termes de la somme 2;„ qui auront une valeur sensible 
seront ceux qui répondront aux valeurs de m voisines de zéro : on pourra donc 
dans l'expression précédente remplacer D„'_^ par ci)"'"D„' et écrire 



A:.=y/4^D„,2„£: 

On a d'ailleurs 



Ot)~"'. 



'1 \ y 



l ' an' 



I 



2,,^>- = e' \- /=e ^ ^« , 
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on, en négligeant -r? 

^.,.„-. = /[('-:t)-(-iV.)î] = /0-i)-H-i). 

Mettons pour D„' et 2,„ C'„ w"*" leurs valeurs, nous trouverons 
Observons enfin qu'au degré d'approximation adopté, le facteur 

i_ a^^ s' / i\ 

^ 4//'i — a'^ 2\^"*"çj 

peut être remplacé par l'exponentielle e 4" » «' î» \ i/^ et il nous viendra 

expression identique à celle que donne la formule (^4). 

XVIII. D'après cette formule, dans laquelle il faut se souvenir que Ç désigne 

la quantité imaginaire a'"' e^'^^\ on voit que si les produits du coefficient de 

l'inégalité par des nombres de l'ordre des deux fractions -^^ £'* sont négligeables, 

la suite des calculs prescrits dans le § XIV pourra être modifiée comme il suit. 

Après avoir obtenu les quantités a', b', f' pour chacune des k valeurs attribuées 
à Tangle tj;, on calculera l'angle v par la formule 



6i8ooo fin — I / , 2 /i -t- I A i . / / / 
V = --Î ( — j — a *H 7 a * '''-'"'*^' — ••''^' 



j 6 MîlÇ — W'y 



qui le fournira exprimé en secondes d'arc ; puis le nombre V par l'équation 
Ayant obtenu V et v, on terminera le calcul comme au § XIV. 
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DEUXIEME SECTION. 

EXTENSION DE LA MÉTHODE DE M. CAUCHY AU CALCUL DES INÉGALITÉS PROVENANT 
DE LA PARTIE j-, I>E LA FONCTION PERTURBATRICE (*). 

I. En exposant sa méthode pour le calcul des inégalités à longues périodes, 

f/w' * 

M. Cauchy n'a considéré que la partie de la fonction perturbatrice et a 

négligé Tautre partie j^ En effet, lorsque n et /i' sont des nombres consi- 
dérables, le coefficient du terme en ^("''^"""^^v-» ^^^^ -^^ — est d'un ordre 
beaucoup plus élevé relativement aux excentricités et aux inclinaisons que le 

terme correspondant de Il peut arriver cependant qu'on veuille appliquer 

la même méthode à des cas dans lesquels la portion d'inégalité provenant de la fonc- 
tion j-^ — ne serait pas absolument négligeable : cette extension n'offre, ainsi 

qu'on va le voir, aucune difficulté. 

Il s'agit de calculer le coefficient Bn\-n de gC'»'''''— «i)v— • j^ns le développement 

de T^'i suivant les puissances de e et de e ^ , avec assez de précision 

pour que Terreur commise sur le module de ce coefficient soit inférieure à la limite » 
déterminée dans la Section précédente. Pour cela, reprenons l'équation (6) de 
cette Section ; multiplions les deux membres par — 2 rr' et ayons égard aux formules 



rcosv^ = n (costj; — £ ), r ûia^ -= a \j i — s* sini|;, 



i^QO^{^*= a'(cos^' — e'), r'sîni''= a' >ji — s^siinp'; 

nous trouverons 

— 2 /r' coscî = E' H- F' cosif/ -+- Ci' sin^, 

où l'on a fait, pour abréger, 

£' = /€£'— /ecosf 4- li'sin^', F'= — ys' -h/cosf -h A'sinf , 

G' = J -h A cos tp' 4- g^ sin ^' ; 



(*) Les lettres dont la signification ne sera pas expliquée de nouveau dans cette Section y auront 
le même sens que dans la Section précédente. 
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il suit de là 

, , rcoso E' F' , G' . , 

{a) ;— = — - H T. cosu/ H r smu/. 



Nommons B_„ le coefficient de e " ^ ' dans le développement de j^ suivant 

les puissances de e ^""' ; nous aurons, d'après la formule (i), 

ou bien, en vertu de la relation T = tj; — s sintj^ et de l'équation («), 
Mais on déduit de la formule (5), en y remplaçant z par jc""', 



-À^-'-') 



|^._i(x + x-)]=2,(.-i)e,x-'; 



il en résulte 






ou bien 



»--=^.^'[(-^)''-;V/.r'-'''*] 



F' — G' v/- 



P^^'[(-^)-rJ_:--*] 



F'-f-G'v/— ï 



Si maintenant on observe que l'intégrale — i jc'^d^ se réduit à l'unité pour 
ç = o, et à zéro pour toute autre valeur entière de q, on verra l'équation précé- 
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dente se réduire à celle-ci 

ce que Ton peut écrire, en vertu de l'équation (4), 

A Taide de cette formule il sera facile de calculer B_;, pour chaque valeur donnée 
det|;'. 

Soit maintenant B'«' le coefficient de ^"^'y-^ djins le développement de — ^^^^ 

suivant les puissances de e^^""'; soit de plus ift)'„' le coefficient de x'"^ dans le 

développement de la même quantité suivant les puissances de x'= e^^""'. On 
aura, en appliquant toujours la formule (i), Téquation 

= ^ £7 (^" *i-<.*"-") X'-- V'"-'"' [. - ^ |x' + x'-)] rft', 
ou, ce qui est la même chose, 

b: = 2. j <,_,,. ^ xr"^'"''''^"""'^ [' ~ "^ ("'-^ ^'~')] ''•''1- 

La quantité multipliée par ilb'n-/' sous le signe 2/. n'est autre chose que le coefficient 
de x'^ dans le développement du produit e>''''''"^'~ M i (jr' -+- a'"') suivant 

les puissances de x') elle est donc égale à (1 ; ) '^z > c" vertu de la formule (5) : 

il en résulte 

Mais si Ton multipUe par jt*''"'"*"'' les deux membres de l'équation 



rcos^ 



VII. 37 
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(|ii'on y remplace ensuite .r' par les diverses racines de l'équation binôme x^^ = i , 
et qu'enfin on divise par h! la somme des équations ainsi obtenues, on trouvera 

j,%,\- ^) 0^'-"+'' = l)V._,. ->r <._,.^,- -+- K^,,^,,. -+-...-+- <._,,_,. -^ <._,._„. -^ . . . , 

la notation S^' désignant une somme qui s'étend aux valeurs o, -77» 2.-7^i--<. 



2 7r 



(A'— i).-77 de ij;'. On tire de là 



irt> 



'*^<^*^\ ^A-n+r 



OÙ Ton a fait, pour abréger, 

Substituons cette valeur de ill)'„/_/' dans l'équation [d)^ il viendra 

»:■= F S'' (- ^) -'-2. (.-^) c;.x"'-2. (.-!') .;,.', 

ou, en vertu de la formule (5), 

B:. = i.s.(-:^)x'-«/(--''-)[.-^(x'H-x'-.)]-2.(.-f) .;.,'. 

Portons maintenant cette valeur de B'„' dans l'équation 



"•"-"= aî^xr'^"'"^'^'''^' 



qui résulte de la formule (1), et faisons 



'''=i^'(-?)<^;Xr''"""^'''''' 



nous trouverons 






OU bien, en vertu de la formule (6), 



Bn',-«= j; S^x'-'e^'(''~'' '^ [i- '- (x' + x'-»)] B.„-p': 
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on peut écrire plus simplement 

B„.,^„=^S,,(i-6'cosf)6-"'^'>^B.„-/)', 
ou, si l'on veut, 

il suit de là que si Ton suppose le nombre A', non-seulement supérieur à /*', mais 
encore assez grand pour que le module de p' soit inférieur à », on pourra négli- 
ger p' et calculer B„',_„ par l'équation 

dans laquelle la valeur de B^;, correspondante à chacune des k! valeurs de ^* s'ob- 
tiendra au moyen de la formule (c). 

Le coefficient ^tir-n ainsi calculé devra être ajouté au coefficient k^^n déterminé 
à l'aide des formules de la Section I : la somme ainsi formée sera la quantité dési- 
gnée par C„' _n 2ivec laquelle on calculera, comme il a été dit dans cette même 

Section (§ IV), l'inégalité de 1 ^dt correspondante à l'argument /l'T' — /iT. 

IL Voyons maintenant comment on pourra assigner au nombre entier k une 
valeur assez grande pour que le module de p' soit inférieur à ». On a évidemment 

module de p' <^ module maximum de 2// ( i 7] C^, s' : 

mais le facteur CJ, décroissant rapidement à mesure que la valeur numérique de 

/' augmente, il suffira, pour évaluer approximativement la somme 2f(\ -AC^.s'^ 

d'attribuer à /' un petit nombre de valeurs entières voisines de zéro : alors 
nft>«'-_^-A' sera le terme principal de / et en réduisant s' à ce terme, on pourra rem- 
placer l'inégalité précédente par celle-ci : 

module de p <^ module maximum de S^m i 7) C\,')^'_^^j.y 

Cherchons une expression approchée de ift)' , p désignant un nombre positif con- 
sidérable ; pour cela observons qu'en posant, pour abréger, 

E=y6e' — /e'cos^ -h rfsinijy, Jcosct = — fz -^ Jqos^ -+- Asînip, 

Jsinîj = ^i'-f-A'co5^ -f-g^sintl^, 

27. 
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on a 

— an'cosi= E 4- Jcos ly — n) = E-h -Je'"'^ x' -^ ^ ie"""^' x'"*. 

\^ f 2 2 

On a d'un autre côté 
ce qu'on peut écrire 



en posant 



'*' = 77(»-^''^')<'-«'^'"')' 



£'=sint', y)' = taiiff-' 

2 



Il en résulte 



2/^ «'»g' 



et par conséquent 

Posons 

il s'ensuivra 

et si l'on observe qu'on a ô.^ = ô^, on en conclura, en égalant les coefficients de 
x^^ dans les deux membres. 

Mais la quantité désignée par H„ dans le § III de la Section précédente devient 6^, 
lorsqu'on remplace n par q et que Ton fait 



' /. 



? 



on a donc, pour une valeur positive de ç. 



g ^ (yH-i)(y + 2) w^ r 3 2 y^'^ 3.4 2.1 / »^' \n 
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OU approximativement, surtout lorsque q est un grand nombre, 

Si donc on regarde £, s' et par suite yj' comme de petites quantités du premier ordre, 
et si l'on observe qu'alors J est de l'ordre zéro, tandis que E est du premier ordre, 

on verra que dans la somme 21 E 5^ -h Je~°^"'6^, H- Je°^~'6p_, le troisième terme 
est d'un ordre moins élevé de deux unités que les deux autres et qu'ainsi cette 
somme a pour valeur approchée 

Pjp 4-1) r//-' . ay'^ . 
on aura par conséquent cette formule approximative 



Il en résulte, en remplaçant p par A' — n' -h /', 



• 



i«>L,._,..n = (A' - «' H- /') (A' - «' + . + /') -,77r(7T^ïp J 



'4'— «'+2+/' ^J " 



et l'inégalité précédente devient 

mod. de p' <max. de J;!'~r^y S,- (. - ^) (A^ - «' + /') (k'-n' + i + I') C,r!'- , 

011 bien 

(h'-n') (A' - «' -\- i) S,, (i - ^) £;, r,"' 

mod. de p' <max. de -J^|!^_x j 4- (aA'- a«' + .) 2, (, - ^) /'t'^, r/" 



Mais de la formule (Section précédente, § II) 



2,(,_^)q.,/=|-,_'^(,^,-i)j/ 



'(f-f-') 



on déduit, en la différentiant par rapport à z^ puis multipliant les deux membres 



2l4 

par 
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2r 



i-^ 



-M'i:'^zt 



- ( 2 — z Me 

•2 * ' 



[,-i'(.-F-.-')]e''^-' '"^/(^ + r-); 



répétant la même opération sur la dernière équation, on trouve encore 



2,^._^)/'.i:;.'=_L(z+.-)e' 



'(«-»-') 



- e' (z - z-') e"'^' "'^7'(^ + 0-+-['-î'(^+ '--')] 



dz 



Remplaçons, dans ces trois formules, z par >}', et observons qu'on a 



Ti 



7-1 



7-1 



o. cos t 



rî =-.9 r; — r} ' = 

s 6 



elles nous donneront 



/' 



= G. 






— n'coBc' / 

e cosi , 



Notre inégalité se réduit donc à celle-ci 



Jtj'*'— "^' 



— n'coit' 



module de ù' <i maximum de -77-777 jrr^ \(ih' '\- 1) cose' — il 



Dans le second membre, le facteur J est le seul qui varie avec ^ ; pour en déter- 
miner le maximum, nous observerons qu'on a, en négligeant les secondes dimen* 
sions des quantités s, £', I, 



JcOSCT = 

JsincT = 



d*où 



laa' cos (^ -H T — ^') "+" aaa'ecos (t — r'), 
2aa'sin (^ -f- t — ^'j -f- laa' is\n (t — r'), 

J= 7.aa [i — ecosip). 



On voit par là que le maximum de J est iLaa\i -1- s), et qu'ainsi l'inégalité pré- 
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cédente peut s'écrire 



2fl>j'*'-"'-^M>-+-0r/ Vf ^ ' ^ -n'co.c' 



module de p^< ^,^^, J / [(2Ar^-M)cos(^— i]e' 



d'où l'on conclut, àfordoriy 



module de p' < — 7—7-7 — .„, (aA'-f- 1) cost . 



— n'cost' 



OU bien encore 



A'^I 



moduledep'< A'yj' ^ (*'"+--" 



en posant 



3 

n' 



., ^arï'^ (l-ht)cOSc' —n'cost' 

Le module de p' sera donc inférieur à », et, par suite, p' sera négligeable, si 
l'on a 

ou bien 



(,' + i),ogi,_log(A' + i)>log^ 



Ainsi, après avoir déterminé le nombre u! égal à la plus grande racine de l'équation 



li'log — — logi<'= log —9 



on prendra pour k un nombre entier supérieur à la fois à n' et à m' 

III. Examinons enfin avec quel degré de précision il faudra calculer les valeurs 
de B.;, correspondantes aux valeurs o, -7^» 2 . -7^> • • •» (A'— 1) . -r^ de i|^'. Obser- 

vons pour cela que, le rapport -7 étant voisin de i , il suit de l'équation (c) que 

Terreur du module de ^n\-n sera inférieure à la limite », ou du moins la surpas- 
sera très-peu, si 'pour chaque valeur de ^' l'erreur du module de B.;, est elle- 
même inférieure à ». Or, en vertu de la formule (c), on a approximativement 



2 na'^ \ 2 s'y' 
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connue d^ailleurs on a à peu près 

y / . / * 

I . 2 . . . ( A< — I ) I . 2 . . . /ï I . 2 . . . ( « — I ) 2 

ii en résulte, en négligeant C„^n 



B_,. = j^- . -Jîl— (F^- G' yCTT;. 



^n'^ 1 .2 . . ./i 



Mais on a, en négligeant le carré de Tinclinaison mutuelle et les excentricités des 
orbites, 

F'= — laa' cos (f — t -4- t'), G' = — aaa'sin (f — r -h t'), 
et, par conséquent, 

i:v . f-/ i / («i' — T-hT')v — • 

r -|-(j V — \ = — laa e : 

on conclut de là cette formule approchée 



Bi 



2.a ' I .2. . ./7 



par où Ton voit que la quantité 



0' = 



a y 



n— 1 



2 «'• I . 2 ... « 



est une valeur approchée du module de B_„. 

Cela posé, désignons par p' le nombre des décimales de la Table de logarilhmes 

dont on fait usage, en sorte que ^soit la limite de Terreur relative des nombres 

que l'on calcule; Terreur absolue commise sur le module de B_„aura pour limite 
^j, et, par conséquent, elle sera inférieure à », si Ton a 

e' 



0'<io''illa, ou p'>\o^ 



M 



m 

Telle est la condition qui servira à déterminer le nombre p\ 

IV. Gomme dans la Section précédente, il conviendra de rassembler les formules 
que Ton aura à réduire en nombres dans la pratique. Remarquons d'abord que les 
nombres T, », 7, /\ g, A, h\ d ont déjà servi dans le calcul qui a fourni la portion 
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de l'inégalité cherchée qui correspond à la partie — — de la fonction perturba- 
trice {voir la Section précédente). Ces nombres étant supposés connus, on com- 
mencera par chercher les limites inférieures des entiers p' et k^ en se contentant 
dans ce calcul préliminaire de logarithmes à 3 décimales. A cet effet, on formera 
d'abord le nombre 



a 7 



«— I 



©'=—,, , 



2 ûf ' 1 . 2 . . . /< 

et alors l'inégalité 



iH 



permettra d'assigner la valeur de p\ Ensuite on calculera l'angle c' et le nombre r/ 
par les formules 



£'=sin(', yî' = tang-^ 



après quoi on formera la quantité 



l-n' 



A, 4^'ï'^ (l-H«)cose' — n'cosc' 

puis on cherchera à une unité près la plus grande racine u' de l'équation 

u'iog-, — logi/'=log~, 

et on prendra pour k un entier supérieur à la fois k n! elk u! 

Faisant usage maintenant de logarithmes à p' décimales, on se procurera les trois 
nombres C„_|, C„, C^^^ à l'aide de la formule 

r ^ 7" [^ f . t 1 

*"" I.2.../1L l.(/l-|-l) l .2.(/î -f- 1) (/l -h 2) •••J' 

puis, pour chacune des valeurs o, -7^» 2 . -^•> • • •» (A*' — i) — de ^\ on calculera 
les quantités T', F', G', V, v' par les formules 

T'=z^' — g' sin f , F' =/cos ^' -h A' sin f —ft', & = h cos f 4- gsin^' -h d, 



V'cosv' = r 7 V'sinv=(j — • 

VII. 28 
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Alors on formera les deux quantités 

X = — ^,. S*/ (i — e'co8i|.')-' V'cos (v' - n' T'), 
Y = -4rT. s*' (i — e' cosf )-« V sin (v' - n'T% 



et X sera la partie réelle, Y le coefficient de \/— i dans ^w.^n* Ces nombres obte- 
nus, on déterminera ^ et Y à l'aide des deux formules 

on cos^ = Xcosft -h X, 
aiIsinY = 0^sînfl-+-Y, 

xcosû, ^ sin fi étant déjà connus par le calcul de la Section précédente, et alors, 
comme on Ta vu dans cette même Section, le produit 

Tan.sin(fi'r — wT-h^) 

sera l'expression complète de l'inégalité de \ ]xdt qui a pour diviseur le carré de la 
petite différence v! ^ — fi/x. 



TROISIEME SECTION. 

SUR LA PARTIE DE L'iNÉGALITÉ DE LA LONGITUDE MOYENNE OU LE PETIT DIVISEUR 

n'est Élevé qu'a la première puissance. 

1. Ainsi qu'on l'a rappelé dans la V^ Section, la longitude moyenne de la pla- 
nète m comprend, outre l'intégrale / fji dt^ un autre terme X qui est constant dans 

le mouvement elliptique et qu'on appelle la longitude moyenne de l'époque. Dans 
le mouvement troublé, le terme X devient variable, et parmi les inégalités pério- 
diques dont il est affecté, celles dont les coefficients acquièrent de petits diviseurs 
par l'intégration méritent encore une attention spéciale. Il est vrai que ces petits 

diviseurs ne sont plus élevés au carré comme dans / ^dt^ et qu'ainsi les inégalités 

dont il s'agit sont beaucoup moindres que celles qui proviennent de cette inté- 
grale; cependant, comme elles peuvent n'être pas insensibles, il ne sera pas inutile 
d'indiquer comment on peut profiter des calculs précédents pour obtenir de ces 
nouvelles inégalités une évaluation approchée qui sera souvent suffisante. 
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La partie principale de — est donnée par la formule 



dt 



{Tk _ 1 dK 
dt un da 



OÙ l'on doit prendre la dérivée partielle ^ sans faire varier \ ^dt dans les 
expressions des coordonnées de m ; il suffira d'ailleurs de considérer dans R la 
partie Concevons la fonction - développée suivant les puissances des deux 

exponentielles e^^""', e^'^"' et, comme dans la I" Section, représentons par 
»%e ^'~' le coefficient du terme en e^" ~" ^^^*. Ace terme répondra dans — 
la partie 

'>.im' ld:f^ du j—\ (n'T'-nT-+-fl)v^~ 

fia \ eia da j 

et par suite, dansX, la partie 

2f/?l' (d;K> , ^ da\ (n'T'~nT-hû)v/~ 

f*û (/? ft'— /ï^j \ r/fl ' da J 



OU bien, en mettant pour f la quantité égale - 



^»/i^ 



m 



, 2/11' u. , fdK. J ^ da\ (n'T' — nTH-n)v/— I 

i -^ m n' yi' — n^ \ da ^ da j 

Il y aura dans X un autre terme de même argument qui ne différera de celui-ci 
que par le signe de \/— i : en ajoutant ces deux termes, on aura, pour l'inégalité 

de X dont la période est - , , ^ — , l'expression 



I -h m 



-^ a»Ksin(«'T' — «ï + fl)-|-%^co8(n'T'— «T + fl)] 

n (t — /ifi \ Aa ^ ' da ^ 'J 



OU bien, en secondes d'arc, 



— T, ^ sin («'T' — « T 4- fl) — T, Jîi ^ CO8 (n' T — «T -h ft) , 

38. 
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en posant, pour abréger, 



T,= 



648 000 4 '"' 



I -f- /W /ï'pi' flfl 



a\ 



La méthode exposée dans la P® Section fournit les valeurs de x et de £2 ; il faut 
maintenant déterminer approximativement -^ et — • Or si Ton néglige g, t' et P, 
on a, en conservant les notations de cette Section, 

H = a'-|-a'*, Kcosûi)= — iaa'cos[i^-\- t — t'), Ksîrifi) = — laa' s\n (^ 4- t — t'), 

d'où 

K = 2 aa\ <w = ip4-T — r'-f-TT. 

I/équation qui a pour racine x' = a'e''^"' se réduit donc à 



a*4-a'' — «a'e"-('^-^^-'^')^^-'x' — aa'e(^-^^-^')V^x'-' 



o ; 



on en tire, en supposant a' > a et prenant pour x' celle des racines qui a un 
module inférieur à l'unité, 






et par suite 

a 
a 



^' = :P' cy' = ^-^T — t'. 



On a donc, à ce degré d'approximation, 



^ — J_ — *' ^ __ 

àa a' « da ' 



comme d'ailleurs on a à peu près 



a' i" 



on en conclut 



^'=^=1^' 



a'b'= V' 

4 



et par conséquent 

//(a'b') 



da 



= o. 
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I^ iormule approximative 

-|, 1.3... (2/1' — i) a'"' 

'^»'~' 2.4. ..(2/1') ' ^TZT^J 

nous donne ensuite 

rfa ■" a' V"^ /i' I — a'V rfa — ci \' "^ ,1' , — a'^/' 

OU simplement, ri étant un grand nombre, 

et comme on a sensiblement 

F„. = 511, ces n'cf', G„. = — 511. sin n' ç', 

il en résulte 

da a da a 

Représentons, pour abréger, par ^ et §" les deux sommes 

2// ( I — -,j C\, F„/_//, 2/, h — -A C\, Gn'-L'-'i 



nous aurons 



de I 



en posant 






et de même 



en posant 



f=7«-« 



ffi = 2'' ^ \' ~ «7 ^''' ^"'-'" 



Les termes des sommes ^^ et Çi se déduisent de ceux des sommes ^ et ^ en les 
multipliant par les valeurs correspondantes de — ; mais les termes principaux 
de ^et de ç répondent à la valeur zéro de l'entier /' et aux valeurs voisines, c'est- 
à-dire à des valeurs nulles ou très-petites de la fraction - ; on peut donc négliger ^^ 
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à coté de ,f, Ç, à côté de ff et prendre simplement 

d:f n*ri d^ n*Ç 



da a da 



Il s'ensuit 



^/(Vcosv) 
d^ 

</(Vsinv) 
dii 



= _.(i_ecos(f;) i/-p-.f ==- Vcosv, 
= -(i — 6cos(|/) y -77- & = -Vsmv; 



en ajoutant ces deux équations après les avoir multipliées respectivement, soit par 
cosv et sinv, soit par — sinv et cosv, on trouve 



da^ a^' ^"~^' 



d'où l'on conclut 



c/fXcOSa) «' I c ^7 / rr.\ «'^ ^ 

^ = — •^S*Vcos(v-h /iT) = — ai:,cosft. 



/l 



£/(Xsina) «' » c v • / . ^n "' ^ • o 

3 = — -7^* Vsm (v -h /il) == — XsmU, 

da ah ^ 'a 

et par conséquent 

d.K> n' ^ do. 

da a da 

L'inégalité cherchée de X a donc pour valeur approchée, dans le cas de a' > a^ 

__ lli X sin (fi'T' — nT -f- fl). 

a ^ ' 



Le rapport de cette inégalité à celle de / iidi est 



n' T, 2 /ï' /l' ft' — /t ^ 



lors donc que l'inégalité de i iidt aura été calculée, il suffira d'évaluer la fraction 
_ . _fLZl_?, pour décider si l'inégalité de X est négligeable ou non; quand 

elle ne le sera pas, on multipliera l'inégalité de j [icit par — -r^ • ^ ^ ^^^ et on 

obtiendra ainsi pour l'inégalité de X une valeur qui souvent sera suffisamment appro- 
chée. En d'autres termes, l'inégalité complète de la longitude moyenne se trouvera 

[idt par le nombre 1 — -5— • — ^• 



u 
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II. Cette conclusion suppose a' > a; si Ton avait a > a', elle devrait être modi- 
fiée; en effet, dans ce dernier cas, celle des racines de l'équation en jc' (page 2210) 

qui a un module inférieur à l'unité est _e^^"^^~'^^"' ; la valeur approchée de a' 



est donc - et non plus - ; on a alors 




da fl* 


a' 

a 


et comme la formule approchée 




4« 




donne 




dW a'i" 


h 



da 4^' 



a 



il en résulte 



da a da a 



D'un autre côté la formule approchée 

1 .3. . .(2/î' — i) a'"' 



^n' 



2. 4... (2/1') y^i — a' 



donne, dans l'hypothèse actuelle, 



</a /I 



et en raisonnant comme tout à l'heure on en déduit 



rf£__«^ dg _ n\Ç 

da a da a 



Cela posé, si dans l'équation 



XT I t\ /a a' b' ^ 

V COSV = (l — £ COSÏp) i/ — 77 f 



on prend les logarithmes des deux membres, puis qu'on les différentie par rapport 
à aj on trouve 

I Éf (Vcosv) I n' /?' -h I 

Vcosv tifa /i /i a 
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d'où 



on a pareillement 



r/(Vcosv) /i -h I wr 

— -ï = V cos V : 

aa a 



r/(Vsinv) « -f- I -, . 

— ^ — = V sinv. 

aa a 



De ces deux équations on conclut 

d\ __ n' -^ I ,. ds _ 

et par suite 



— i ^ = =)Il.coslZ, — ^ — -' = Xsinll, 

(ta n aa a 



d'où 



^X /i' -h I rfa 



e/â a da 



JI., -77 = «• 



Ainsi, dans le cas de a > a', Tinégalité de X a pour valeur approchée 

^''''^'^^' X sîD (fi'r — «T 4- n). 

Le rapport de cette inégalité à celle de \ ^dt est 

(/i'-f-i)Yi 2(/i'-f-i) n' ^ — ny. 
aX 3/1 fx 

On voit donc que quand l'inégalité de X sera assez petite pour être évaluée de 
cette manière avec une précision suffisante, l'inégalité complète de la longitude 

moyenne s'obtiendra en multipliant l'inégalité déjà calculée de j fidû par le 

, 2f/y'-hl) "V — /ï/A 

nombre î h —^ '- — ^ • 

0/1 f* 

QUATRIÈME SECTION. 

APPLICATIONS NUMÉRIQUES DES FORMULES ÉTABLIES DANS LES SECTIONS 

PRÉCÉDENTES. 

I. Nous rapporterons en premier lieu l'application que M. Cauchy a faite lui- 
même de sa méthode à la grande inégalité de Pallas, dont M. Le Verrier avait déjà 
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déterminé la valeur par une voie toute différente : nous donnerons ensuite avec 
plus de détails le calcul d'une inégalité analogue de la planète Victoria. 
M. Cauchy adopte les données suivantes : 

Pallas. Jupiter. 

Moyen mouvement annuel |ui = 280 71 1'^ iJ.'= 109 256" 

Demi grand axe a=:2, 772 63 a' = 5 , 202 798 

Excentricité e = 0,242 e' == 0,048 162 

Distance angvilaire du périhélie à la ligne d'in- 

tersection des plans des deux orbites t = 3o6° 1 1' io" r' = 196*^ 87' 55" 

Inclinaison mutuelle des plans des orbites. ... I = 34^ i5' 36" 

Ij^l niasse m de Pallas est regardée comme négligeable, et la masse m' de Jupiter 
est supposée égale à — j- • 

Si l'on réduit le rapport —, en fraction continue, on le trouve égal à 

2+ \ 

I 

I H 

I 

I H 

9-t-- 



Les réduites successives sont --» -? -5 — ? ^-—-i • • • : le rapport des moyens mou- 
vements est donc très- voisin de — 5 et en effet la différence i8]ul'-- 7]ul se réduit 

à -h i63i". On peut donc penser qu'il existe dans la longitude moyenne de Pallas 
une inégalité sensible ayant pour argument 18 fois l'anomalie moyenne de Jupiter 
moins 7 fois celle de Pallas. 

M. Cauchy se propose de la calculer avec une précision telle, que l'erreur com- 
mise sur le coefficient soit inférieure à i", c'est-à-dire qu'il prend (7= i; il en 

,5 

résulte »= — -• Alors l'équation 

10'" * 

donne pour m ou A — 7 une valeur inférieure à 22; il suffit donc, pour atteindre 
le degré de précision voulu, de prendre k = 29. M. Cauchy fait k = 36, de sorte 
que les valeurs attribuées à ^ dans la suite du calcul sont tous les multiples de 
10® inférieurs à la circonférence. 

VII. ag 
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Après avoir calculé les nombres C'^^ C\^ C'2,..., pour lesquels il obtient les 
valeurs suivantes, 

C!^z= 0,820 757 4o, C\ = 0,393 99300, c\:= 0,088 236 48, 

i*3 = 0,012947 72, 6'^ = 0,001 41646, ^\=^ 0,000 123 57, 

»C'^= 0,000008 97, C, = o , 000 000 56 , C', = o , 000 000 o3 , 
i-'j^ = o , 000 000 00 , 

■ 

M. Cauchy forme les deux produits io"Vcos(v 4- 7T) et lo* Vsin (v 4- 7T) 
pour chacune des valeurs de tj^ multiples de 10® : il trouve qu'ils se réduisent sen- 
siblement à zéro pour t); = o**, 10**, 20°,..., i3o**, et aussi pour vj;=3io°, 
Sao**, . . . , 35o**, tandis que pour ^ = i^o®, i5o**, . . . , 3oo®, ces produits ont les 
valeurs suivantes : 



^^ 


io"Vcos(v-h7T) 


io'Vsin(v-4-7T) 


i4o° 


4- 6 


+ Il 


]5o 


-h 28 


i3 


160 


i5 


85 


170 


— 228 


85 


180 


58i 


-+- 35i 


190 


— 49Î» 


-f- 1766 


200 


4- i652 


+ 4i84 


210 


4- 7753 


+ 5469 


220 


4-15902 


■+- 982 


23o 


4-17377 


- 9445 


240 


4- 7720 


— i5a67 


25o 


— 2200 


- 9932 


260 


— 3664 


— 2228 


270 


— 1241 


+ 555 


280 


4- 10 


-+- 345 


290 


-H 75 


4- 8 


3oo 


— a 


i5 



En ajoutant les nombres contenus dans chacune des deux dernières colonnes de 
ce tableau, on trouve 

io*S8eVcos(v4- 7T) = 4-42 100, 10® Ss^Vsin (v 4- 7T) = — 23 399, 

d'où il suit immédiatement 

10*^5^ cosfl = 4- 1 1 694, lo^'^X sîna = — 6 5oo, 
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M. Cauchy en conclut 

Io*^2^X = 26759, n= — 29° 3' 55", 

et comme on a logT= 8,83i 00, il obtient enfin, pour Tinég^lité cherchée de 
I [JL(/tj Texpression 

9o6",6 sin (18T'— 7T — 29° 3' 55"). 

M. Cauchy a vérifié ce résultat en recalculant les quantités V et v par la méthode 
abrégée exposée à la fin de la T* Section. Ici en effet les Réactions — » e'^ étant 

Yj et 7Ô-' on peut penser que l'erreur résultant de l'emploi de cette seconde mé- 
thode affectera tout au plus le chiffre des secondes. En suivant cette marche , 
M. Cauchy a obtenu pour les produits lo* Vcos (v -h 7T), lo* Vsin (v -f- 7T) les 
valeurs que voici : 





^ 


io'Vco8(v4-7T) 


io'V8in(v-|-7T) 




i4o° 


4- 7 


-+- II 




i5o 


-h 29 


- 14 


• 


160 


- 14 


— 85 




170 


228 


83 




180 


58o 


■+- 354 




190 


— 49^ 


-+- 1764 




200 


"h i65o 


-H 4186 




210 


-+- 7748 


-h 5467 




220 


-1- 15894 


4- 987 




23o 


4-17373 


— 9440 




240 


-+- 7720 


— 15364 




25o 


— 2198 


9934 




260 


- 3663 • 


— aaa8 




270 


— 1240 


+ 556 




280 


-^ 9 


4- 345 




290 


+ 75 


+ 8 




3oo 


— I 


i5 


Il en résulte 









io»S„ Vcos (v + 7T) = + 42089, io»S„ V sin (v -+- 7T) =— 23385, 

et par conséquent 

lo'^iKicosft = + 1169a, 10" X sin il = — 6496, 

29- 
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d'où 

io»\ 2 ^ = 26750, ft = — 29^ 3' 25". 

On en conclut pour l'inégalité de \ [Lclt l'expression 

9o6",3 siii (iSr— 7T— 29° 3' 25"), 

qui s'accorde avec la précédente à une fraction de seconde près. 

M. Cauchy ne s'est pas occupé de l'inégalité qui affecte la longitude moyenne 
de l'époque. En appliquant la règle approximative donnée dans la III* Section, on 

voit que le rapport de cette inégalité à celle de \ iidt est — ^ -rr-^ — = ;• 

Si donc nous adoptons pour l'inégalité de j [iclt le premier des deux résultats cal- 
culés par M. Cauchy, nous en conclurons que l'inégalité complète de la longitude 
moyenne a pour expression 

9o5^7sin(i8T' — 7T— 29°3'55"). 

II. Proposons-nous maintenant de déterminer l'inégalité de Victoria, qui a 
pour argument 10 fois l'anomalie moyenne de Jupiter moins 3 fois celle de 
Victoria. 

Prenant toujours la masse de Jupiter égale à — =-? nous négligerons celle de 

Victoria et nous adopterons, pour les éléments elliptiques de ces deux planètes au 
I*' janvier i85o les valeurs suivantes (*) : 

Victoria . Jupilcr. 

Demi grand axe a = 2,332 812 a' = 5, 202 798 

Excentricité e = 0,218 9196 e' = 0,048 2388 

Vitesse angulaire moyenne (en un jour moyen) . a = 995",834o fx' = 299", 1 2869 

Inclinaison de Torbite sur récliptique 8° 23' 19" 1" i8'4o",3i 

Longitude du nœud ascendant 235.33.52 98.54*20,45 

Longitude du périhélie 3oi.38.35 11. 54-53, i 

La différence lo/x' — 3|ul = 3'',7839 est, comme on peut le prévoir par la réduc- 
tion du rapport -, en fraction continue, une petite fraction de //,; de là dans 

r 

(*) Les éléments de Victoria ont été empruntés à X Annuaire du Bureau des Longitudes pour 1862; 
ils ne diffèrent que par la suppression des dernières décimales de ceux qu'a donnés M. Brunnow 
dans le n* 1077 des Noupeiies astronomiques : les éléments de Jupiter sont ceux que M. Le Verrier a 
donnés dans le tome II des Annales de V Observatoire. 
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la longitude moyenne de Victoria une inégalité sensible dont la période est 
^o^ = 34^ 5o4 jours moyens ou 937,7a années juliennes. Nous allons d'abord 

calculer la partie principale de cette inégalité, c'est-à-dire la partie de I [idi qui 

a pour diviseur le carré de lo/x' — 3]ul. 

A l'aide des valeurs données des éléments, et en observant qu'on a ici /i = 3, 
/i' = I o, on forme d*abord les valeurs des constantes T, I, t, t', /, i\fj g, A, h% 
b^c, d^ c'j d' et on trouve 

logT = 8,756 8827, 1 = 9° 23' 6^ 56, r = 60° 33' 6\yi, 

t'=i3o°53'22",54, log/=7,ii5 2988, logi'=2,498 2368, 

•<>g/= — o»9oo 5750 (*), logg = — 0,9064545, log/i=— 1,346 0909, 

logA' = 1,355 0168, b = 32,589 018, logc = — o,3oo 8226, 

logrf= 0,029 4874? Iogc' = — 1,9396780, logd'= — 0,695 3oi4- 

On trouve ensuite logQ = 5 , 987, et si dans l'équation 

, 0(14-0 1 Ye(i4-s) I 

'^ "^ ^^ jbk ^ ^^ — JH" ~ ^^^ 

on fait /> = 7, on en tire loge = 2,192, (7 = 0'', 016. Si donc on fait usage de 
Tables à 7 décimales, les erreurs des Tables n'affecteront pas le chiffre des dixièmes 
de seconde dans le coefficient de Tinégalité cherchée. 

Pour déterminer le nombre k des parties dans lesquelles il faut diviser la circon- 
férence, on calcule 

log ai = 1,690^ logbi= 3,773, Çj = i5o°23', log A = i,432; 
alors l'équation 



(A — 3)logi -h^log(A— 3) = log- =logTA— loger 



donne, quand on y fait k = 3o, 

logo'= 1,109, o' = o", 128. 

Prenant donc /: = 3o, on sera certain que l'erreur qui en résuhe dans le coefficient 
de l'inégahté n'atteindra pas o",2. 

Cela posé, pour chacune des trente valeurs o*^, î 2°, 2/1°, 36°, . . . , 348® de tj;, 

(*) Le signe — placé devant un logarithme indique que le nombre correspondant est négatif.' 
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on calcule les quantités T, H, R cos «, K sin co, et on en conclut a', 1/ i 
dans le tableau A, à la fin du Mémoire, les valeurs de loga', logb^ et f'] 

Quant aux nombres C'^ , on reconnaît aisément qu'il suffit de les déterm 

les valeurs de Tindice qui ne surpassent pas 7 : on trouve 

« 

logc'o = 1,9743579, loge', = 1,3696722, loge', = 2,4552608, logc'a = 3 
loge', = 4,144 197. loge', = 6,8^^844, loge". = 7,4333, loge', = 9! 

On voit ensuite que parmi les quantités Jl'. , I9|^, les seules qu'on ait 
calculer sont 

C^' CM' CM' CM' qi' CM* CM' Ck' CM' (![' CM' CM' CM* fit' 

^j, ^4? ^j-» ^^y -^,9 ^,, ^9» •♦^lO? ^11? '^IJ? ^ij^ '^l»' ^isl ^» 

et que les nombres de décimales à conserver dans leurs logarithmes soni 
vement 

I, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 7, 6, 5, 4, 3, 2, 7, 

Ces logarithmes calculés (nous nous dispenserons de les transcrire ici), 
.che les valeurs de 

Fj, F4, Fs, F«, F7, Fg, F,, Fio, Fu, Fj,, Fn, Fu, F, 5, 
Gs, G4, G5, Gfi, G7, Gg, G9, G|o, Gii, Gii, Gi3, G^, Gu : 

ceux des nombres F^ et G„ qui répondent à d'autres indices peuvent étr 
Cela fait, on forme les sommes 



2/' ( I — — j C'^ Fio-r, 2// ( I — -~ j c'f Gio-z' , 



dans lesquelles il suffit d'attribuer à /' les valeurs 

o, I, a, 3, 4, 5, 6, 7, —I, — 2, —3, —4, — 5. 

En ajoutant à leurs logarithmes celui du produit (i — £ cos ^) i/- 

les logarithmes de V cos v et de V sin v, d'où l'on déduit l'angle 
peut alors calculer les produits Vcos(v -+- 3T), Vsin(v -+- 3T^ 
multipliées par lo* sont rapportées dans le tableau A. 
On a ainsi les éléments des deux sommes 

S3oVcos(v4-3T), S,oVsin(v4-3T): 
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les deux sommes 

S„(i— e'cosf)-*V'cos(v'— loT'), 815(1 — «'cosf)-' V'sin (v'—ioT') 
et en les multipliant par le facteur — 77-7- = 7:, on trouve 

^ ^ ink a!^ 90.» 

X = -h 0,000 000 000 68, y = — 0,000 000 000 79. 

On connaît donc le coefficient X -+- Y sj— i de Texponentielle é^^ " ^ dans 

le développement de 7^ • 

En ajoutant respectivement X et Y aux valeurs trouvées ci-dessus de ^ cos û 
et de X sin îî, on obtient celles de OTt cos Y et de OR/ sin Y, savoir : 

^JlLcos Y = -+- 0,00000062047, ^ sin Y = -h 0,000000277 i3 : 
on connaît ainsi dxl et ^, et par suite le coefficient aïV^."*^ de c^'^ "" ^^~' dans 

1 1 ' 1 ^ j I rcos ^ 

le développement de j^ • 

De là on conclut que l'inégalité de \ i^dt^ qui a pour période tztô-' est 

égale à 

388",24sin(ioT'— 3T-f-24°4'53'0, 

Terreur à craindre sur le coefficient étant tout au plus égale à o",4. 

Il reste à évaluer l'inégalité de la longitude moyenne X de Tépoque, inégalité 
qui a pour diviseur, non plus le carré, mais la première puissance de iojul' — 3/x. 

On en obtient la partie principale en multipliant par l'inégalité 

déjà calculée de / /xrf/, ce qui donne 

— 3".28 sin (loT'— 3T -^ a4°4'53"). 

La petitesse du résultat permet de regarder cette évaluation comme suffisamment 
exacte ; réunissant donc cette inégalité à celle de 1 [idi^ on trouve 

385",o sin (10 T'— 3T -^ 24°4'53'0 

pour la valeur totale de l'inégalité de la longitude moyenne de Victoria dont la 

période est , * » - 

^ lop — 3fx 

III. En disant que cette inégalité est déterminée par les calculs précédents, à 
une fraction de seconde près, nous supposons exacts, bien entendu, les éléments 
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qui nous ont servi de point de départ. Mais en réalité nous ne pouvons compter 
qu'il en soit ainsi, au moins en ce qui concerne Victoria; si Ton vient à recon- 
naître la nécessité d'adopter pour les éléments de cette planète des valeurs un 
peu différentes, l'expression de notre inégalité et la durée de sa période devront 
aussi être modifiées. On voit sans peine que, tandis que de petits changements 
dans les autres éléments n'auront pas d'influence notable sur cette inégalité, 
une correction, même légère, du moyen mouvement [x pourra au contraire la 
faire varier considérablement ; car par suite d'une telle correction la petite diffé- 
rence n'fj/ — n[x pourra acquérir une nouvelle valeur dont le rapport à la valeur 
primitive diffère notablement de l'unité, et alors le coefficient de l'inégalité, qui 
a pour diviseur (/l'jui'— wj^)*» variera dans une proportion considérable. 

Il est aisé d'ailleurs d'apprécier l'influence d'une correction &[x apportée à la 
valeur de jx. Observons d'abord qu'en vertu de la relation f( i 4- m) == jx'a', il en 
résulte une correction &a de a telle qu'on ait 



> 2 a y 

ùa = — Tc - Ou. 

3 Lt ' 



De là et des formules approcliées 



rfX n'^ du 

da a da 



établies dans la Section III pour le cas de a! > a, il suit que l'angle i^ ne 
variera pas sensiblement, tandis que X sera multiplié par i 3" ~ ' ^ "" autre 

côté T sera multiplié par le facteur U- '-) —^ — ( ^7-73— if^j ^" ^ ^^^'*^" 

peu près (i +1 -)ï ^. ^""l^r. /!(? T ' I^'i"^g»'i^^ ^^ j^^^ ^nous faisons abs. 
traction de la petite portion qui provient de -^-^^^^] sera donc multipliée par 



y..' «.. \ 2 






On trouve pareillement que l'inégalité de X sera multipliée par le facteur 

/ 2/1'— I ^fA\ n! \i! -—n^ 

VIL 3o 
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On voit donc, en remplaçant w, /x, n\ /x' par leurs valeurs, que Tinégalité corrigée 
de la longitude moyenne de Victoria sera à très-peu près 



[ 



388", 24 X 



I — o , oo5 ^f* 

(i - 0,793 0» 



I — o,oo6J|*~| . 



,_3^28x """^"":7 siD(ior-3T-4- 24*^4^53"). 
' i-o,793afiJ 



2Tr 



Quant à la période de cette même inégalité, elle deviendra -7-73 __ ^^ et se 

composera par conséquent d un nombre de jours moyens égal a ^ ^^ • 



Tableau A [voir page 23o). 



j' 


loga' 


logb' 


'/ 


io*.Vcos(v-|-3T) 


io^V8in(v-l-3T) 


0"» 


I y 563 0262 


3,200 9735 


/ n 

296 17 i3,i3 


- 0,075 797 


— 0, i32 590 


12 


7,575 6928 


3,187 9805 


3io.i5.i9 


,74 


— 


,160 323 


-l- 0, 


,160 981 


24 


1,591 o536 


3, 172 4^25 


323.47-40: 


,63 


-h 0, 


,287 oo3 


-h 


, 2o5 1 1 5 


36 


T,6o8 3766 


3,i55 ioo3 


336.5i.25, 


,73 


H- 0, 


.^99 986 


— 0. 


,474 49^ 


48 


I ,626 8583 


3 , I 36 7934 


349.25. 6] 


,96 


— 


-737 ^89 


— 


,5r6 991 


60 


T,645 6677 


3,118 3ii3 


1.28.40, 


."7 


— 0, 


-987 936 


H- I 


,o38 762 


72 


^,663 9969 


3,100 3973 


i3. 3.18; 


,o5 


-h I 


196 190 


4- I 


,884 i54 


84 


1,681 0985 


3,o83 7101 


24.ii.i4; 


,14 


-h 3 


,261 3o6 


— 0, 


,768 404 


96 


1,696 3i25 


3,068 8o85 


34.55.26, 


68 


-¥ 


,876 685 


- 4, 


,706 342 


108 


1,709 0895 


3,o56 1493 


45.19.22 


,76 


- 5 


,037 068 


- 4 


,000 402 


J20 


1,718 9997 


3,046 0973 


55.26.47 


.69 


- 7 


,549 390 


-h 2 


-778 19^ 


l32 


1^,725 7421 


3,o38 9340 


65.21.38, 


,58 


— 2 


,217 964 


+ 9 


,019 476 


144 


7,729 i458 


3,o34 8686 


75. 8. 0] 


,61 


+ 6, 


,373 5ii 


4- 7. 


,5o5 857 


i56 


1,729 i565 


3,o34 045 I 


84.50. 6 


-47 


+ 9 


538 606 


— 


,599 565 


168 


I ,725 8214 


3,o36 5425 


94.32.17 


,06 


H- 4, 


,625 576 


- 7i 


,120 123 


180 


£,719 2608 


3,042 3756 


104.19. 3, 


86 


— 2, 


,548 36 I 


- 6 


,43o 093 


192 


1,709 649<> 


3,o5i 4858 


ii4.i5.io, 


43 


5 


,084 191 


— I, 


019 880 


204 


7,697 2106 


3,o63 7242 


124.25.33, 


85 


— 2, 


344 188 


H- 2 


,728 927 


216 


1,682 2246 


3,078 83i6 


134.55.23, 


71 


-f- 0, 


,981 247 


-h 2 


,110 767 


, 228 


1,665 0692 


3,096 4014 


145.49.55 


.78 


4- I: 


,410 888 


— 


rl66 194 


240 


1,646 2604 


3,ii5 8455 


157.14.16, 


-95 


-h 0^ 


,059 553 


— o. 


829 193 


252 


7,626 5i36 


3,1 36 3507 


169.12.56, 


,63 


— 0, 


,474 295 


— 


o54 496 


264 


1,606 7684 


3,1 56 8708 


181.48.59 


,54 


— 0, 


,000 233 


■+- 0, 


,277 482 


276 


7,588 1714 


3,176 1578 


195. 3. 5, 


,32 


4- 0, 


,i63 433 , 


— 0. 


,044 718 


288 


7,571 9604 


3,192 8928 


208.52. 3o 


.84 


— 0, 


070 352 


— Oj 


,088 5i6 


3oo 


7,559 2691 


3,2o5 8919 


223.io.5o 


-52 


— o. 


,o32 654 


4- 0, 


078 772 


3l2 


7,55o 9106 


3,214 3249 


237.48.42 


► 70 


-h 0, 


-073 099 


— 


012 407 


324 


1,547 a6i2 


3,217 835i 


252 . 35 . 32 


-41 


— 


049 9^8 


— 0, 


o55 287 


336 


7,548 2964 


3,216 4972 


267.21 .16, 


-47 


— 0, 


,025 888 


4- 0, 


081 402 


348 


1,553 7060 


3,210 6942 


281.57.25 


-5i 


+ 0, 


,so8 145 


— O3 


016 427 
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RECHERCHES MAGNÉTIQUES, 



Par p. DESAINS et R. CHARAULT. 



Vers la fin de Tannée 1 858, on a entrepris à TObservatoire impérial une série 
(Inobservations magnétiques, qui depuis cette époque ont été continuées sans in- 
terruption. Ce Mémoire renferme un résumé des résultats que Ton a obtenus dans 
rétude de la déclinaison et de l'inclinaison. 

§ I. — DÉCLINAISON A L'OBSERVATOIRE IMPÉRIAL DE PARIS (i858-i86f). 

La boussole de déclinaison de TObservatoire est sortie des ateliers de Gainboy ; 
elle a été faite par cet artiste sur le modèle qu'il avait adopté en 1823, lorsqu'il 
commençait à construire les instruments de ce genre. 

Dans ses premières boussoles il n'existait qu'une seule lunette pour viser d'une 
part à l'aiguille, d'autre part aux astres ou à la mire qui servait de point de repère 
dans la détermination de la méridienne. Par suite, l'objectif avait une disposition 
particulière. Il était formé d'une lentille principale de o™,025 de diamètre, et 
d'une autre large seulement de o™,oi et qui s'appliquait sur le centre de la pre- 
mière. Grâce à cet artifice, le verre composé faisait, sur ses bords, fonction d'un 
objectif de lunette astronomique ordinaire ; par sa partie centrale, il fonctionnait 
comme un verre de microscope, ou, plus exactement, il constituait l'objectif d'une 
lunette destinée à voir les objets très-voisins. Lorsqu'on voulait opérer, il fallait 
commencer par faire coïncider les axes de ces deux lunettes distinctes, qui, montées 
dans un même tube, avaient un oculaire commun. Le problème n'était pas inso- 
' lubie, mais le principal défaut de l'appareil était la mauvaise qualité, le peu de 
clarté des images qu'il fournissait. 

Pour faire disparaître cette cause d'incertitude dans les visées, Gambey avait 
fini par séparer la lunette et le microscope, et dans les dernières boussoles con- 
struites par lui, ces deux instruments, montés sur des axes de rotation distincts, 
peuvent se substituer l'un à l'autre dans les mêmes coussinets. On les règle sépa- 



238 RECHERCHES MAGNÉTIQUES. 

rémeiit, de manière que leurs axes optiques soient perpendiculaires à leurs axes 
de rotation ; et de plus, on fait en sorte que quand le microscope est en place, son 
axe optique soit rencontré par la verticale passant par le centre du limbe gradué. 
Quand cette condition est remplie, si Ton vient à substituer la lunette au micros- 
cope, elle se trouve naturellement centrée, parce que son axe de rotation est de 
même longueur que celui du microscope. Au reste, une légère excentricité serait 
absolument sans influence. 

Après nous être longtemps servis de la boussole à lunette unique que nous 
avions trouvée à l'Observatoire, nous nous sommes décidés à adopter l'autre sys- 
tème ; seulement, pour mieux profiter des avantages qu'il présente, nous avons 
accru les dimensions de la lunette et celle de l'objectif du microscope. 

Notre lunette a o™,o4 d'ouverture. 

Les astres, les bords du disque solaire s'y voient avec une netteté parfaite. De 
plus, pour éclairer les fils dans les expériences de nuit, nous avons fait placer, au 
devant de l'objectif, un disque incliné à ^5^ sur l'axe et percé d'une large ouver- 
ture centrale dont les bords sont argentés au mat à l'intérieur. Il suffit d'en appro- 
cher une lampe à distance convenable pour que les fils soient parfaitement visibles, 
sans que la vision de l'astre soit gênée en aucune sorte. Le microscope, ou, en d'autres 
termes, la deuxième lunette porte à l'oculaire un micromètre divisé. L'objectif a un 
diamètre de o",o3; la clarté des images ne laisse rien à désirer. 

Le but que nous nous proposions dans l'étude de la déclinaison n'était pas 
seulement de déterminer à de rares intervalles la position que l'aiguille aimantée 
occupe à l'Observatoire à un jour et à une heure déterminés, mais bien d'installer 
une série d'observations qui permissent d'assigner pour chaque jour de l'année la 
valeur de la déclinaison à trois ou quatre heures différentes, choisies dans la 
journée. Pour arriver à ce résultat, il fallait nécessairement aux déterminations 
de déclinaison absolue joindre l'observation régulière d'une boussole des va- 
riations. 

Celle dont nous faisons usage est, à de très-légères modifications près, identique 
à l'appareil que Coulomb a construit pour la première fois en 1772. L'aiguille 
porte à ses deux extrémités des plaques d'ivoire divisées, mobiles sous l'objectif d'un 
microscope assez puissant, et nous nous sommes assurés par des mesures directes 
que chacune des divisions vaut 3' 54". Ceci posé, il est évident que si l'on connaît 
exactement la valeur a que doit avoir la déclinaison pour que le zéro de la 
boussole des variations coïncide avec la croisée des fils du microscope, il suffit, 
pour mesurer la déclinaison absolue à un instant donné, d'ajouter k a ou d'en 
retrancher l'indication de la boussole transformée en minutes à raison de 3' 54" 
par division. 
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Nous nous sommes donc attachés à déterminer avec soin cette valeur do a, ou, 
si Ton aime mieux, la valeur du zéro de notre boussole des variations. Pour cela, 
nous avons mesuré un grand nombre de fois la déclinaison absolue au pavillon 
magnétique en suivant, pendant chaque observation, la marche de la boussole des 
variations. Chaque détermination nous donnait une valeur du zéro, et presque toutes 
celles que nous avons ainsi obtenues se sont trouvées comprises entre 19® 5 1' 3o" v\ 
19® 5a' 10*'; la moyenne générale de nos observations est 19*^ 5a'. 

Conune l'exactitude de ce nombre 19** 5^' est fondamentale, nous n'avons ri(»n 
négligé pour rendre sa détermination indépendante des erreurs propres aux instru- 
ments dont nous faisions usage. Nous avons opéré successivement avec deux bons- 
soles différentes : celle de l'Observatoire et celle du Lycée Napoléon. Nous a\ons 
interverti les aiguilles, c'est-à-dire que nous avons opéré en observant la position 
de l'aiguille de l'Observatoire mise dans la boussole du Lycée, et réciproquement. 
Enfin nous avons opéré avec la boussole de l'Observatoire, tantôt en emplovant 
la lunette double unique primitivement adoptée par Gambey, tantôt en nous ser- 
vant d'une lunette et d'un microscope séparés. 

Toutes ces observations se sont confirmées les unes les autres ; on en jugera j)ar 
le tableau suivant : 

Tableau cV expériences jaites pour déterminer le zéro de la boussole des lyariations, 

(Déclinaison.) 

Renseignements. Date. Déclinaison. Buiissole. Zéro. 

Boussole du Lycée Napoléon. 1859 Décembre 28. 19.28. 42 23. 3 19.51.43 

Id Décembre 29. 19.28. 2 26.28 19.53.30 

Id 1860 Novembre 26. 19.19.14 32.25 19.51.3^.) 

Boussole du Lycée : ) xt ^u ^ « -jc r o 

• ... . ../%!. . . 1 Novembre 26. 19.16.19 35. 9 19.51. -^8 

aiguille de 1 Obsenatoire . . > 

Id Novembre 27. 19.22.20 28.54 19.51.14 

Boussole du Lycée Novembre 24 . 19.22.02 3o.4o 19.52. io 

Id Décembre II. 19.23.16 28.20 19.61.47 

Boussole de rObservatoire j i86i Février 6. 19.16. 9 36.19 19.61.28 

avec ses deux lunettes ' Février 7 . 1 9 . 20 . ih) 32 . 1 3 1 9 . 62 . 1 3 

Pour terminer tout ce qui est relatif à la manière dont nous employons la bous- 
sole des variations à la détermination de la déclinaison absolue, nous ajouterons : 
premièrement, que nous en laissons toujours les microscopes dans une position 
absolument invariable et soigneusement vérifiée ; secondement, que les indications 
absolues de notre instrument sont actuellement d'autant plus élevées que la décli- 
naison est plus faible. En sorte que, si le microscope pointe sur le huitième trait 
de division, on en doit conclure que la déclinaison est 1 9° Sa' — 3 1' 1 2" = 1 9" 20' 48". 
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La série de nos observations quotidiennes a commencé en juin iSSg, et depuis 
le 2 novembre 1860 elles se font régulièrement aux heures de IX, XII, II et 
IV S. ; on les réduit immédiatement en tableaux, qui à la fin de chaque mois 
font connaître la marche moyenne de Taiguille pendant ce mois aux heures 
indiquées. Nous donnons dans le tableau suivant les moyennes mensuelles pour 
les mois de novembre et décembre 18G0, janvier, février, mars, avril, mai et 
juin 18G1 . 

Déclinaisons moyennes. Paris, i86() novembre y décembre; i%^\ janvier, juin. 





IX»" M. 


XIP. 


IPS. 


IV^'S. 


Moyenne 
des 4 observai. 


iS(>0 Novembre. . 


. ir 

1 9 . 1 6 . 1 2 


/ n 

1 9 . 2'2 . 36 


/ W 

19.23.42 


1 H 

19.20.42 


» «j 
19.20.48 


Décembre.. . 


19. 17. 1*2 


19.20.48 


19. 21. 12 


19.19.30 


19.19.41 


1861 Janvier 


19. 17.36 


19.22.36 


19.22. 


19.19.42 


19.20.29 


Février 


1 9 . I 2 . 3o 


19.20.54 


19.22.30 


19. 19. 12 


19.18.47 


Mars 


19. 1 1 .36 


19.21 .54 


19.23.24 


19.19. 


19.18.59 


Avril 


19. 9. 6 


I 9 . 22 . 24 


19.24.48 


19.20. 


19.19. G 


Mai 


19.10. 6 


19.21. 6 


19.22. 


19.18. 


19.17.48 


Juin 


19. 8. 


19.19. " 


19.20.54 


19.17.54 


19. 16.27 



Du I®' décembre 1869 au i**^ novembre 1860, nos observations quotidiennes ont 
été faites très-souvent aux heures de IX heures, XII heures, II heures et IV heures. 
D'ailleurs elles ont été généralement assez multipliées dans le courant de chaque 
journée pour qu'il fût possible d'obtenir par interpolation la valeur de la décli- 
naison à des tieures différentes de celles auxquelles on fait les mesures directes, 
et nous avons pu, de l'ensemble de toutes nos mesures, déduire le tableau 
suivant : 



Déclinaisons moyennes, Paris, i859 décembre à 1860 octobre inclusivement. 



IX^-M. 



18.59 Décembre.. . 


19.24.24 


1860 Janvier 


19.23. 18 


Février 


19.21. 6 


Mars 


19. 19. 12 


Avril 


1 9 . 20 . 3o 


Mai 


19.19. ^ 


Juin 


19.15.54 


Juillet 


19.14.54 


Août 


19. i5.i8 


Septembre. . 


19.14.54 


Octobre 


19.14. iB 



XII. 

19.30.54 

19.28. 4B 
19.29.24 
19.32. 12 
19.31 . 12 
19.29. 6 
19.27.54 
1 9 . 27 . 36 
19.27.42 
19.27.30 

19.25.54 



irs. 

9 . 3 1 . 36 
9.29.48 
9 . 3 1 . 3o 
9.34. 6 
9.32.54 
9.30.18 
9.30.18 
9.29.30 
9.28.36 
9.27. 6 
9 . 25 . 3o 



IV" S. 

O / H 

1 9 . 28 . 54 
19.28.36 
19.28. 12 
19.30. o 
19.29. 6 
19.26.36 

19.25.4'^ 
19.25.30 

19.23.42 
19.22.18 
19.22.12 



Moy. définitive 
des 4 obsenat. 

o » w 

19.28.57 

19.27.38 

19.27.33 

19.28.22 

19.28.26 

19.26.17 

19.24.57 

19.24.23 

19.23.49 
19.22.57 

19.21.58 
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Enfin pour les mois de juin, juillet, août, septembre, octobre et novembre iSSg, 
les résultats que nous pouvons donner sont les suivants : 

Déclinaisons moyennes. Paris, \^S^ juin, juillet, août, septembre, octobre, novembre. 

Moyenne 
des 4 ohbervat. 



Juin 
9 au 3o. 



Juillet 
I au 29. 



Août 
10 au 3i. 



Septembre 
1 au 3o. 



Octobre i au 3i 



Novembre 
2 au 24. 



IX M. 24' l'i" déduit de 18 observations. 

XII 34*36* déduit de 19 observations. 

II S. 3G'48' déduit de 19 observations. 

IV 3a' 54* déduit de 20 observât 



rat. ) 



IX M. 

XII 

IIS. 

IV 



IX M. 

Xll 

IIS. 

IV 

IX M. 

XII 

II s. 

IV 

' IX M. 

\ Xll 
Il S. 
IV 

/ IX M. 
\ XII 

n S. 

IV 



23' 12' déduit de i4 observations. 

33' 48" déduit de 19 obserxations. 

36' 6" déduit de 19 observations. 

33' 6" déduit de 21 observât. 



23' 42" déduit de 7 observations. 

37'o* déduit de 8 observations. 

36' 24* déduit de 11 observations. 
32' o" déduit de 10 observ 

26' 12" déduit de 8 observations. 

39' 48*^ déduit de 8 obsenations. 

37' 12" déduit de 6 observations. 



at. ) 



at. ) 



33' 36" déduit de 9 observât 

23' 4^" déduit de 24 observations. \ 

34' 42" déduit de 23 observations. f 

37' 36" déduit de 20 observations. f 

32*30" déduit de 23 observât. ) 

22' 30" déduit de 23 observations. 

34' 4^' déduit de 23 observations. \ 

34*0" déduit de 17 observations. l 

3o'i2" déduit de 21 observât. ) 



19*» 32' 8' 



i9''3i'33' 



19° 32' 17" 



19*» 34' 1 3' 



19*» 32' 8 



i9°3o'2i'' 



Outre ces moyennes relatives aux quatre heures choisies de la journée, on tire 
encore du registre pour les mois de septembre, octobre et novembre 1859 les 
renseignements suivants : 



Déclinaison moyenne 
à 2»" 45"" S. 



Du 16 au 3b septembre 
octobre 
novembre 



19° 35' 36" déduit de i5 observations. 
19** 34' 36" déduit de 17 observations. 
19° 32' 36" déduit de 16 observations. 



i9"34'a4' 



Antérieurement à l'époque où nous avons commencé la série d'observations 
quotidiennes qui nous ont conduits aux résultats précédents, nous avions déjà fait 
à l'Observatoire quelques déterminations de déclinaison. Nos plus anciennes sont 
du commencement de décembre i858. Quatre expériences, faites, vers le milieu 
du jour, les 4 et 6 décembre, nous avaient donné 19^36' comme valeur moyenne 
VIL 3i 
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de la déclinaison à cette époque. En décembre iSSg, la moyenne de six observa- 
tions, faites du i*' au lo de ce mois, a été 19^32' et en 1860 19® 23'. Le décrois- 
sement a été surtout rapide en Tannée r86o. 

C'est aussi ce que Ton remarque en comparant dans le tableau précédemment 
donné les moyennes mensuelles successives pour cette même année. Aux heures 
de XII et de II heures, les moyennes en avril ont une valeur supérieure de 10' à 
celle qu'elles ont en décembre, et pour les mêmes heures, les moyennes des mois 
de juin, juillet et août sont inférieures de 5' à celles du mois de décembre précé- 
dent. Au contraire, la moyenne des mois de juin, juillet et août iSSg avait été 
un peu supérieure à la déclinaison 19^36' trouvée en décembre i858. 

A ce sujet, il y a lieu de remarquer que Tété de 1860 a été froid et pluvieux, 
et depuis le 8 juin jusqu'au 8 août nos courbes nous ont accusé l'existence de 
1 2 jours de perturbations magnétiques bien prononcées et quelquefois même 
très-fortes. 

§ II. — COURBES MAGNÉTIQUES. 

D'après ce qui précède, on voit que l'observation régulière de la boussole des 
variations nous sert principalement à connaître chaque jour et à des heures diffé- 
rentes et déterminées la valeur de la déclinaison absolue à l'Observatoire impé- 
rial. Quant à l'étude continue de la marche de l'aiguille aimantée, il est plus com- 
mode de la faire avec les appareils inscripteurs, parce que ces appareils donnent 
d'eux-mêmes la solution des questions sur lesquelles les boussoles ne fournissent 
jamais que des résultats approximatifs. Ainsi l'inscription photographique fait con- 
naître immédiatement les heures des maxima et des minima, les valeurs des excur- 
sions extrêmes, et surtout enfin elle montre la marche réelle de l'aiguille et ne 
lui substitue pas une courbe d'interpolation qui souvent laisse passer inaperçus 
des détails intéressants du phénomène qu'il faut étudier. Le service des courbes 
se fait du reste sans difficulté. Il faut seulement observer que la préparation du 
papier est un peu différente de celle des papiers ordinaires. 

Au lieu de commencer par imprégner le papier d'une solution renfermant beau- 
coup d'iodure et un peu de bromure de potassium, on emploie, au contraire, une 
liqueur renfermant 100 parties d'eau, 9 de bromure de potassium, et i d'iodure 
d'ammonium. Le bain d'argent a la composition ordinaire, mais le papier doit être 
lavé pendant longtemps à grande eau dans une obscurité complète. On le sèche 
ensuite, toujours dans l'obscurité. Avec ces précautions, le papier est assez sen- 
sible pour pouvoir être employé à sec sans pourtant que les fonds perdent leur 
blancheur dans le bain d'acide gallique. 

De plus, il arrive ordinairement que, même avant l'action de ce bain, la courbe 
est parfaitement visible. On la voit sur les cylindres eux-mêmes, se détachant en 
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gris foncé sur un fond parfaitement inaltéré. Nous fixons toujours la feuille sur 
les cylindres à Taide de ressorts métalliques. 

Pour déduire d'une courbe toutes les indications qu'elle résume, il faut con- 
naître la valeur absolue de la déclinaison lorsque la courbe coupe la ligne de 
foi, et d'autre part, il faut savoir de combien cette déclinaison varie lorsque 
l'ordonnée de la courbe s'accroît d'une quantité connue, soit i millimètre. 
Cette dernière question se résout immédiatement dès que l'on connaît le rayon 
du miroir, la distance qui le sépare de la source lumineuse et celle qui sépare 
cette source du cylindre; dans notre appareil, i millimètre de variation dans 
l'ordonnée de la courbe répond à 36" de déplacement dans la direction du bar- 
reau aimanté. Quant à la position de la ligne de foi, on la déduit d'une série 
d'expériences de comparaison toufes semblables à celles qui nous ont donné le 
zéro de la boussole des variations. Pendant un mois environ, au moment du 
maximum, on prend les indications correspondantes de la boussole et de la courbe. 
Des premières on déduit les déclinaisons absolues qui ont lieu au moment des 
observations. Soient a, a', a!' ces déclinaisons et « leur moyenne ; soient en outre 
oc l'angle qui représente la position de la ligne de foi, j: -h a, x -^ cfl^ x -h o!' les 
données fournies par la courbe et «' la moyenne des quantités a, a', a^ ; on a 
nécessairement oa = x -h w', d'où l'on déduit x. Il faut remarquer seulement 
que X change toutes les fois que l'on fait varier quelque peu l'angle dont le miroir 
est incliné sur le barreau aimanté qui le porte. 

Plus d'une fois, dans la suite de nos recherches, nous avons été obligés de 
changer ainsi légèrement la situation de notre ligne de foi. En octobre et novem- 
bre 1859, elle répondait à une déclinaison de 19 i5' 26"; et dans les mois de juin, 
juillet et août 1860 à une déclinaison égale à 19® 12' 12". 

Les courbes offrent dans leur aspect de grandes différences. Lorsqu'on en étudie 
une série, on les voit passer de la grande régularité que présente celle du aS oc- 
tobre 1859 [PL II) à l'aspect tourmenté de celle que l'on avait obtenue le 18 du 
même mois {PL F), et l'on peut saisir ainsi d'un coup d'œil le développement des 
orages magnétiques. La PL I permet de suivre dans tous ses détails celui qui a 
eu lieu du a8 juin au 4 juillet 1860. 

Les courbes qui la composent sont, très-sensiblement en demi-grandeur, la 
copie exacte de nos photographies. Une variation de 9™ 3o' de temps répond à 
I millimètre de variation dans l'abscisse de la courbe, et un accroissement de 
l'io" dans la déclinaison à un accroissement de i millimètre dans l'ordonnée. Dans 
les PL II et ///, nous donnons au simple trait, mais toujours en demi-grandeur, la 
reproduction d'une série de cpurbes régulières ou semi-régulières. Elles font partie 
de celles qui nous ont servi à étudier, non plus les perturbations de l'aiguille 

3i. 
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aimantée, mais bien ce que Ton appelle sa marche normale. Toutes ces courbes 
vériBent fort nettement que la déclinaison passe le matin par un minimum, et par 
un maximum vers le milieu du jour. L*heure moyenne du maximum a été la même 
en octobre et novembre iSSg d'une part, en juin et juillet 1860 d'autre part. Cette 
heure est i^ ao*" du soir. 

Quant au minimum du matin, il a eu lieu moyennement à 7^ 10™ du matin dans 
Tété de 1 860, et seulement vers 8*'4o"* dans l'automne de l'année précédente. En6n, 
pour amplitude moyenne diurne, nous avons trouvé i5' 36'' en juin et juillet 1860, 
et \i' Gi" en octobre et novembre 1859. Les deux tableaux suivants renferment les 
données qui nous ont conduits à ces résultats : 



Hrirvé des cou/'ôrs. 











Diflférenc»» 






Heure 


Heure 


entre le minimum 


Date. 




(lu minimum. 


du maximum. 


et le 


maximum. 


1859 Octobre 


'^^ 


h m 
8.52 M. 


h m 
1 .3o S. 




1 n 
12. 


Octobre 


'26. 


7.58 


1 . 




16. 


Octobre 


28. 


8.53 


1 .5o 




12.18 


Octobre 


3o. 


8.45, 


1 2 . 5o 




12.36 


Novembre 


I . 


8.15 


12.55 




8.24 


Novembre 


5. 


8.24 


1 . 10 




12.18 


Novembre 


9- 


8.10 


1.44 




|3.I2 


Novembre 


i5. 


9-^4 


1. 5 




11.24 


Novembre 


23. 

Moyennes. . 


9.15 


1 .41 




10. 3o 


3 


. . 0.4^ 


1.18 


12. 5 






Relevé 


(bourbes. 


Dllférence 






des heure» 


Heure 


entre le 


\ maximum 


Date. 




du minimum. 


du maximum. 


et le minimum. 


1860 Juin 


8. 


b m 
7. 8 M. 


b m 
I .33 S. 


::^.- 


t M 
18. 


Juin 


10. 


G. 57 


2.00 


^^ 


16. 12 


Juin 


12. 


6.48 


12.19 


— 


12. 


Juin 


14. 


G.5i 


I.16 


iir 


14.42 


Juin 


16. 


5.5i 


1 .21 


^z: 


14. 6 


Juin 


18. 


6.55 


2.0i» 


-= 


20 . 42 


Juin 


21 . 


6.17 


12.48 


-- 


.7. 6 


Juin 


20. 


7.00 


1 . 24 


' — 


i5.36 


Juillet 


7- 


7.22 


2 . «7 


^r 


14.24 


Juillet 


9- 


6.45 


2.21 


-- 


i3.3o 


Juillet 


i3. 


8.tx) 


1 .53 


=r 


ïf . 6 


Juillet 


i5. 


7.32 


1.45 


rr 


12. 


Juillet 


22. 


7.21 


12.00 


^= 


18.36 


Juillet 


25. 




1.38 


— 


i5. 


Juillet 


29. 


7.ii 


1 1 .53 


rr 


20 . 24 


1 


Moyennes. . 


. . 7 * ^ 


1 .22 


:-Z 


i5.34 
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Les jours de perturbations, Tamplitude des excursions de Taiguille est de beau- 
coup supérieure aux valeurs moyennes déduites des tableaux précédents. Le 1 7 oc- 
tobre 1 859, à 9** 8™ du soir, la déclinaison n'était que de 19** 6' 26" ; le r 8, à -i** 49™, 
elle atteignait \q(^ l\^' ^Gf, Le 8 août 1860, un maximum très-prononcé de décli- 
naison eut lieu à a heures du soir et un minimum à 8 heures du soir. La différence 
de ces positions extrêmes fut de i** 1 5' environ. Le 1 1 octobre 1859, entre 4** 3o™ 
du soir et minuit, les écarts avaient été encore plus grands. Les PL IV et V viennent 
à l'appui des assertions précédentes : nous donnons, en vraie grandeur (P/. /F), 
la coi^rbe des 8 et 9 août 1860, et en deux tiers grandeur [PL V,Jig, i), une por- 
tion de celle des 17 et 18 octobre 1859. Comme détails sur les perturbations, nous 
ajouterons que le 9 mars 1861, à lo** 10™ du soir, au moment où parut subi- 
tement une belle lueur d'aurore boréale, nous avons vu Taiguille d'une boussole 
de Gambey, avec laquelle nous déterminions une déclinaison, chassée instantané- 
ment à 41' de la position qu'elle occupait d'abord. Mais cette grande déviation ne 
dura que très-peu de temps, et des observations faites à la boussole de variations, 
à 10 heures et 10** 3o", n'en auraient pas donné une idée exacte. 

Cet exemple et l'inspection des courbes que nous venons de donner prouvent 
également que, dans l'étude de ces perturbations, rien jusqu'ici ne paraît pouvoir 
remplacer le tracé photographique de la marche des aiguilles aimantées, et il serait 
bien important de pouvoir comparer les courbes qui la représenteraient aux diffé- 
rents points où sont installés des observatoires réguliers. 

Comme discussion de méthode, il est utile d'ajouter quelques mots encore. Pour 
fixer nos idées sur le degré de confiance qu'il convient d'accorder aux indications 
des courbes photographiques, nous avons, pendant des séries de jours assez éten- 
dues, comparé les données que nous fournissaient ces courbes, à celles que nous 
déduisions de l'observation directe de la boussole des variations. Les différences 
entre les nombres obtenus par ces deux méthodes distinctes sont presque toujours 
inférieures à a'; elles n'atteignent que rarement cette limite, et elles ne l'excèdent 
qu'aux époques où une perturbation brusque a fait varier la déclinaison d'une 
quantité considérable dans un intervalle de temps qui ne répond qu'à i ou 1 mil- 
limètres sur la ligne des abscisses. En ces circonstances, toute comparaison est 
évidemment impossible. 

Dans les cas ordinaires, les petites discordances doivent tenir à deux causes 
dont il est aussi facile de prévoir l'influence qu'il est difficile de l'éviter. L'une est 
l'inégale mobilité des aiguilles. Cette cause doit surtout agir aux instants où les 
mouvements des aiguilles sont rapides et brusques, et ses effets doivent devenir 
particulièrement manifestes lorsqu'on compare les marches de deux aimants ayant, 
entre leurs moments magnétiques, un rapport très-différent de celui qui existe 
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entre leurs moments d'inertie. L'autre cause de désaccord est l'incertitude qui 
règne souvent sur la valeur exacte des heures pour lesquelles se font les compa- 
raisons. L'emploi de chronomètres n'est pas toujours suffisant pour lever cette 
deuxième difficulté. Dans nos appareils, i millimètre sur la ligne des abscisses 
répond à 4™ 44' de temps. Or cette limite de i millimètre est certainement de 
Tordre de grandeur des erreurs qui peuvent provenir, soit des variations de lon- 
gueur que les papiers éprouvent pendant les lavages, soit de l'incertitude qui règne 
toujours sur l'abscisse du point de départ, soit enfin du temps perdu inévitable 
dans la marche des cylindres. Les tableaux suivants renferment de nombreuses 
comparaisons faites entre les valeurs de déclinaisons, relatives au même instant et 
déduites : i® de l'observation de la boussole; 2® de la discussion des courbes. 
La dernière colonne représente la différence entre l'indication de la boussole et 
celle de la courbe. 



Com/Hirnison entre les données des courbes et celles de Ui boussole des variations, octobre et novembre 1 859 



Dates. 


Heures. 


Boussole. 


Courbes. 


Diflerenct^s 


1859 Octobre 26. 


h m 
12. 


37.36" 


36.56" 


/ - 
-h 0.40 


T) 


I .20 


36.24 


36.26 


— 0. 2 


;) 


2.45 


32. 6 


31.56 


-1- 0. 10 


» 


3.5o 


29.18 


29.56 


— 0.38 


(octobre 28. 


8.45 


22.18 


22.38 


— 0.20 


» 


II . 


25. 6 


27.08 


— 2. 2 


» 


2.45 


32. 6 


32.32 


— 0.26 


)> 


3.5o 


3i.ï8 


3i .02 


4- 0.16 


Novembre 2 


9.15 


24.42 


24.26 


-h 0.18 


No\embre 7 


9.i5 


24 . ^1 


25. 14 


— 0.32 


i> 


12.20 


36.24 


37.38 


- 1.14 


)•> 


2.45 


32.54 


32.14 


4-0.40 


Novembre 9 


9.30 


25.48 


25.56 


— 0. 8 


» 


1 JL . C) 


35.48 


35.32 


-h 0.16 


>i 


2.45 


32. 6 


32.14 


— 0. 8 



Moyenne — o.i3 
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Comparaison entre les indications des courbes et celles de la boussole des variations. 



Dates. 


Heures. 


Boussole. 


Courbes. 


Diflerences 




h m 


1 H 


1 t 


1 't 


1860 Juin 8. 


9.45 


19.48 


20. 


— 0.12 


» 


10. 5o 


24.18 


23.54 


H- 0.24 


n 


11.45 


27 . 24 


^7.48 


— 0.24 


/) 


12. 


27.48 


28.24 


— 0.36 


» 


2. 


30.54 


29.36 


+ 1.18 


n 


3. 


29. 


29. 


0. 


» 


• 

4. 


28. 3G 


27 . 1 2 


H- 1-^4 


Juin 1 1 . 


9.30 


26.36 


26.36 


0. 


» 


10.35 


3o. 6 


29.36 


-h o.3o 


n 


f.45 


35.48 


34.24 


-h 1.^4 


n 


2. 


31.24 


30.48 


-^ 0.36 


» 


2.45 


28 . 3o 


28.24 


-+- 0. 


Juin 18. 


9.20 


19.18 


17.36 


-1-1.42 


n 


12. 


29. 


29. 


0. 


» 


1 . 10 


32. 3o 


32.54 


— 0.24 


» 


i.3o 


32.54 


33.12 


— 0.18 


i) 


1.45 


33.54 


33.36 


H- 0.18 


n 


2.45 


3i .3o 


31.48 

Moyenne 

m 


— 0.18 




-f- 0.18 


1860 Juillet 6. 


3.3o 


27 . 24 


27.48 


— 0.24 


» 


4. 


25. 6 


26. 


- 0.54 


Juillet 7 . 


10. 


16. 6 


17. 


— 0.54 


» 


10.40 


19.12 


20.18 


— 1.6 


fi 


12. 


24.30 


26.36 


— 2. 6 


)) 


2. 


26.36 


27.12 


— 0.36 


» 


2.45 


27. 


25.24 


H- 1.36 


Juillet 9. 


9.30 


i4.3o 


l5.I2 


— 0.42 


)) 


1 1 . 


19.1a 


21. 12 


— 2- 


ft 


1 1 .5o 


23. 3o 


24.48 


— 1.18 


» 


12. 


24.4a 


25.48 


-1.6 


» 


1 . 10 


26.30 


26. 


-1- o.3o 


n 


2. 


27 . 24 


26. 


-h 1.^4 


» 


2.3o 


26.36 


26. 


H- 0.36 


Juillet 14. 


9.35 


20.24 


21.48 


— 1 .24 


n 


10.20 


24.18 


25.24 


-1.6 


» 


] I. 


27.24 


27.12 

Moyenne. . . . 


-\- 0. 12 




— 0.33 



Au reste, nous avons retrouvé des différences analogues à celles que les tableaux 
précédents mettent en évidence, en étudiant simultanément la marche de notre 
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boussole des variations et celle d'une boussole de Gambey destinée aux mesures 
absolues et installée à poste fixe dan^ le pavillon magnétique. Il est en effet résulté 
de cette étude que, même dans les jours où l'accord des observations a été plus 
constant, des différences de plus d'une minute se manifestent tout à coup entre 
des résultats de mesures simultanées. Nous reproduisons comme preuve ime série 
d'observations faites le 8 mars 1 86i . 



Comparaison des indications simultanées de la bf f assoie des variations et de celle de Gambey 

1861 Mars 8. 





Boussole 


1 


Marche 


Boussole 


1 


Marche 


Heures. 


des variations. 


entre 


» 3 observ. 


de Gambey. 


entre 2 obser\ 


b m 


1 n 






/ n 






M. 8.45 
9.3o 


9. 

10. 36 


-h 


1 M 

1.36 


4.4îi 
6.18 


-h 


1.36 


lo. o 


12.54 


-\- 


2.18 


8.18 


+ 


2. 


io.3o 


14.30 


+ 


1.36 


9.48 


-h 


i.3o 


1 I . o 


16. 6 


H- 


1.36 


11 .3o 


4- 


1.42 


Il .3o 


17.36 


-f- 


i.3o 


i3. 


-+- 


i.3o 


Î2. o 


10. 


-1- 


2.24 


14.30 


-h 


i.3o 


S. o.3o 


10, 




0. 


i5. 


-+- 


o.3o 


■2. o 


19.12 


— 


0.48 


i3.i8 


— 


1.42 


a.3o 


19.12 




0. 


14.18 


+ 


1 . 


3. 


18. 


— 


1 . 12 


12.42 


— 


1.36 


3.3o 


16.48 


— 


1.12 


11.18 


— 


1.24 


4. 


16. 3o 


— 


0.18 


10.42 


— 


0.36 



L'accord n'est certainement pas absolu, et pourtant, pendant toute la série de 
ces observations, aucune perturbation n'est venue troubler la marche des aiguilles. 
Lorsqu'elles sont un peu agitées, leur marche présente notablement plus de diffé- 
rences. Voici, par exemple, des résultats obtenus le 3o octobre r86o : 



Heures 

M. 9.25 
10. 3o 
Il .3o 



S. 



12. o 
o.3o 

1 . o 
1 .3o 

2. o 

3. o 



4. o 



Boussole 
de Gambey. 

13.42 
17. o 
22. 18 
24.18 

22 . 42 
24. 12 

•>4. >> 

23. 6 
21. o 



17. o 



Marche 
entre 2 obserr. 



->f 3.18 
-)- 5.18 
-h 2. o 

- 1.36 
-h I .3o 

o. o 

— 1.6 

— 2. 6 

- 4. o 



Boussole 
des variations. 

14. 6 

20.54 

26.42 
3o. o 

24.42 
26. 6 
26. 6 
24.18 
24.18 
20.24 



Marche 
entre 2 obser?. 



6.48 
-h 5.48 
4- 3.18 

— 5.18 

•4- 1.24 
o. o 

— 1.48 
o. o 

— 3.54 
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Il est évident qu'ici, entre midi et 3 heures, il y eut quelques oscillations des 
aiguilles, et en même temps on voit combien la correspondance de leurs mouvements 
est troublée. Enfin nous avons souvent constaté que le matin Taiguille de notre 
boussole des vanations marchait encore vers le minimum, alors que la boussole 
de Gambey avait atteint le sien et y restait stationnaire depuis près de deux heures. 
Puis, les deux aiguilles remontaient ensemble vers le maximum, mais avec des 
vitesses irrégulièrement inégales ; seulement il s'établissait entre ces différences une 
sorte de compensation, et au moment du maximum les deux aiguilles se trouvaient 
Tune et l'autre sensiblement à même distance de leurs minimums respectifs. 

A l'appui de ces nouvelles assertions, nous citons deux séries d'observations 
faites le 25 octobre et le 3 novembre 1860. 







1860 Octobre 25. 










Buussole 


Marche 


boussole 


Marche 


Heures. 


de Gambey. 


entre 2 observ. 


de variations 


entre ■ 


a obseiv 


h m 


1 






/ » 






M. 7.45 


20.1 5 




/ ti 


14.30 




1 it 


8.45 


20.24 


4- 


0. 9 


12.54 


— 


1.36 


10. i5 


25.36 


4- 


5.12 


16. 3o 


4- 


3.36 


Il . 10 


3i . 


-+- 


5.24 


21.18 


+ 4.48 




f\ m 


-h 


3. 


*> 


-h 


3.12 


12. 


34. 






24.30 






S. o.3o 


35. 3o 


+ 


1 .3o 


25.48 


-h 


1.18 


1 . 


35. 


— 


o.3o 


25. 6 


— 


o.4îi 


2. 


34.30 


— 


o.3o 


23. 3o 


'— 


1.36 


3. 


29. 6 


—■ 


5.24 


21 .3o 


— - 


2. 


4. 


3o. 


-f 


0.54 


20.45 


— — 


0.45 


7.35 


'>7.3o 


— 


2.3o 


16.48 


"""" 


3.57 






1860 Novembre 3. 








M. 7.15 


12.12 






i6.4'<£ 






8.40 


12.18 


4- 


0. 6 
0. 


16. 3o 




0. 12 

0.48 


9. 


12. 18 




0. 


15.42 




1 .12 


9.20 


12.18 






i4*3o 






f f 




4- 


1 .L'i. 




-h 


2.3o 


9.45 


14. 




^ 


17. 






■ 




-H 


0.12 


*\â* 


4- 


0.36 


10. 


1 4 • 1 2 






17.36 








à^ r\ 


-f- 


2. 6 




4- 


2.24 


II . 


16.18 






20. 










-h 


3.24 


21 .54 


H- 


1.54 


12. 


19.42 




^ 






l!* *» 






0. 




-1- 


0.48 


b. o.3o 


19.42 






22 . 4'2 










-h 


0.18 


f c% 


4- 


1.36 


1 . 


20. 






24. iB 






1 .3o 


21.18 


-h 


1.18 


^4.54 


4- 


0.36 


3.3o 


17.30 


~~" 


3.48 
0. 


21 . 


~ 


3.54 
0. 


4. 


17.30 






21 . 






5. 


17.30 




0. 


20.45 


— ^ 


o.i5 


VII. 












32 
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Entre 9**20™ du matin et i^'So", la boussole de Gambey a marché de 9' et celle 
des variations de 10' 4* Nous ne savons pas s'il nous sera possible de diminuer ces 
très-légères différences que nous avons toujours trouvées jusqu'ici entre la marche 
de nos différents décliuomètres, mais nous avons constaté que ces différences n'in- 
fluent pas d'une manière sensible sur les moyennes mensuelles. Pour y arriver, 
nous avons, pendant les mois de juin et juillet 1860, déterminé les moyennes men- 
suelles aux heures convenues, d'abord par les courbes seules, ensuite par les 
indications de la boussole des variations. Enfin nous avons déterminé la moyenne 
générale de ces quatre observations. Les résultats se sont trouvés très- voisins l'un 
de l'autre, ainsi que l'établit le tableau suivant : 

Moyenne 
IX*» M. Xir. ir s. IV»- s. des 4 ol»ervtt. 

1860 Juin. 

j^^yljg^ i Courbe 19.17.54 19.29.0" 19.29.30" 19.24.54" 19.25.19 

, < Boussole 19.15.42 19.27.54 19.30.12 19.25.36 19.24.51 

f Courbe-Boussole. -1-2.12 -h i . 6 — 0.42 — 0.41* -h 0.28 



Résultats 



1860 Juillet. 
Ck)urbe 19.17.24 19. 27. 30 19.28.4*^ 19.25.36 19.^^4*^7 



.' < Boussole 19.14-54 19.26.36 19.28.54 19.26. 6 19.^4* 7 

( Courbe-Boussole. -1- 2.3o -|- i. o — 0.12 — - o.3o +0.50 

Ces tableaux s'accordent aussi avec les précédents pour montrer que deux 
aiguilles différentes n'ont pas toujours une marche rigoureusement parallèle, pen- 
dant la période de la variation diurne. 



§ III. — INCLINAISON. 

Dans la boussole d'inclinaison que nous avons employée, le cercle vertical a 
36 centimètres de diamètre, le cercle horizontal ao; chacun d'eux est divisé en 
sixièmes de degré. Dans toutes nos expériences, nous avons déduit l'inclinaison 
maximum d'un couple de déterminations faites dans deux azimuts rectangulaires 
distincts l'un et l'autre du méridien magnétique. Enfin, nous n'avons négligé 
aucune des précautions à l'aide desquelles on élimine les erreurs qui peuvent pro- 
venir : 1° de ce que le zéro de la division n'est pas sur l'horizontale passant par le 
centre du cercle; 2° de ce que l'aiguille n'est pas régulièrement aimantée; 
3*^ enfin de ce qu'elle est mal centrée. 

Nos plus anciennes mesures remontent au mois de décembre i858 ; depuis cette 
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époque, nous avons mesuré Tinclinaison absolue une ou deux fois par an. Le 
tableau suivant renferme les résultats de ces déterminations. 



fnciinnisons ohseni'v.s à POhsrn'fitoirr rir Paris. 

1858 Décembre i5. . . . r>6" 16' 

1859 Février '21 ... . G(). \'i 

Juillet aG ()6.i6 

Décembre 18 60. 1 1 

1861 Janvier 26.... 66. 6.35" 

Février 5 66. 5 

Février 7 66 . 4 • 3o 

Les expériences qui nous ont conduits aux nombres précédents ont été faites, 
soit dans les pavillons qui sont spécialement destinés aux observations magnétiques, 
soit dans le jardin lui-même. Le point où Ton s'installait pour faire la mesure 
n'avait du reste aucune influence. Nous nous sommes en effet assurés que dans 
toute la portion du jardin qui entoure le pavillon et jusqu'à une vingtaine de mètres 
environ, l'inclinaison est rigoureusement la même au même instant. IjCs expé- 
riences qui nous ont conduits à cette conclusion ont été faites le 17 février iSSg. 

En cette journée, nous avons déterminé l'inclinaison : i® au pavillon Sud-Est; 
a^ à la colonne qui existe à l'extrémité Sud de l'allée du milieu du jardin supérieur; 
3** au coude de l'avenue; 4** enfin nous avons fait une nouvelle détermination 
au pavillon Sud-Est. Seulement, comme nous ne voulions rien autre cliose que de 
comparer les valeurs de l'inclinaison en ces différentes stations, nous n'avons 
jamais interverti les pôles de l'aiguille. Cette opération eut été inutile, et, en 
accroissant la durée des expériences, elle aurait rendu les résultats moins com- 
parables entre eux. 

Le tableau suivant contient le résumé des opérations du 17 février. 

Noms des Btaiioos. Heures. Inclinaison. 

h h ID o t H 

Pavillon 9 M. à 10. o 66. 0.20 

Colonne 10 à ii.3o 66. 2 

Coude de Ta venue i à 2.3o 66. i.3o 

Pavillon 3 à 4 • ^> 66 . 2 . 3o 

Ces nombres présentent entre eux tout l'accord qu'on peut attendre de l'instru- 
ment qui a servi à les déterminer. La petite différence qui paraît exister entre les 
résultats des expériences i et 4 faites au même point, mais à des heures différentes, 
a lieu dans le sens de la variation diurne ordinaire, et elle est à peine de l'ordre de 
grandeur de cette variation. 

32. 
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Indépendamment des déterminations absolues dont nous venons de faire con- 
naître les résultats, nous avons aussi entrepris une série d'observations quotidiennes 
destinées à donner les variations diurnes de Tinclinaison. Dans la boussole de 
variations que nous employons à ces usages, Taiguille a une longueur de o™,5o. 
Elle porte à chacune de ses extrémités un réticule formé de deux £ls d'araignée 
croisés. En son milieu, elle est traversée par un couteau semblable à celui des 
balances de précision et dont l'arête vive sert d'axe de suspension. 

Cette arête repose par ses deux extrémités sur des plans d'agate 6xés à la partie 
supérieure d'une forte colonne verticale. On oriente l'appareil de manière que 
l'arête de suspension soit perpendiculaire au méridien magnétique : alors l'aiguille 
obéit librement à l'action terrestre totale. Enfin nous ajouterons encore que le 
plan bissecteur de l'angle du couteau est incliné d'environ 66° sur la ligne de foi 
de l'aiguille. Les mouvements se mesurent à l'aide de micromètres à peigne que 
l'on peut tourner de manière à ce que les vis micrométriques se meuvent tangen- 
tiellement à l'arc de cercle que décrit l'extrémité de l'aiguille. 

Les variations diurnes de l'inclinaison se mesurent fort aisément avec cet appa- 
reil ; il faut seulement prendre la précaution de faire les lectures aux deux micro- 
mètres, afin de s'assurer que l'aiguille ne progresse pas parallèlement à elle-même, 
par suite d'un glissement du couteau de suspension sur les plans d'agate qui le 
supportent. L'observation régulière des variations de l'inclinaison est installée 
depuis le i*' février 1861. Antérieurement à cette époque, nous nous étions pro- 
posé de comparer la marche que suivent ces variations pendant l'été à celle qu'elles 
ont pendant l'hiver. A cet effet, nous avons fait deux séries d'observations, l'une 
du 1 5 juin au 1 5 juillet iSSg, l'autre du 1 5 décembre 1869 au 1 5 janvier 1860. 

En juin et juillet 1859, nous avons toujours vu l'inclinaison diminuer de 9 heures 
du matin à 4 heures du soir, l^a marche horaire moyenne était de — o' 56" environ, 
et, par suite, la variation diurne de 9 heures du matin à 4 heures du soir était 
environ de 3' 9a". 

I-.e tableau suivant renferme les données qui nous ont conduits à ce résultat. 



INCLINAISON. 



?.53 



Dates. 
1859 Juin i5 



Juin 16. 



Juin 17 



Juin 18 



Juin 19. 



Juin ao. 



Juin 21 . 



Juin 22. 



Juin 23. 



Juin 24 . 



Juin 25. 





Marche angulaire 




de rai(rui11e 




depuis 


Heure». 


la i'* ol)»ervat. 


h m 


/ H 


9.30 


— • 0.00 


12. 


— I .22 


2. 


- 2.36 


4. 


- 3.18 


9.45 


0. 


12. 


— 1.24 


2. 


— 2.3o 


4. 


— 3.12 


10. 9 


0. 


12. 


— 0.48 


1.23 


— I.I2 


2. 6 


- 1.36 


4. 


- 2. 6 


9.34 


0. 


12. 5 


- 1.54 


1 .10 


- 2.48 


2.10 


— 3.5o 


4. 5 


— 4.18 


11.37 


0. 


I. 7 


— 0.24 


3.45 


— 0.48 


9.30 


0. 


II .40 


— 0.36 


2. 


- 1.48 


4. 


- 2.48 


9.30 


0. 


12. 


— 0.42 


2. 


- 1.36 


4. 


- Ï.54 


9.30 


0. 


10.20 


— o.ia 


11.20 


— 0.36 


12. i5 


— 1. 


i- 7 


— 1.24 


2.l5 


— 2.06 


4. 


— 2.48 


9.45 


0. 


12. 


— • 1.12 


2.25 


— 1.42 


4. 


— 2.4a 


9.34 


0. 


12. 5 


— 1.12 


2. 5 


— 1.4^ 


3.5i 


— 2.4^ 


9.40 


0. 


12. 


— 4- 


'^' 9 


~ 6. 6 


2.26 


- 6.4a 


4. 


— 7.30 



Dates. 



Juin 27 



Juin 28 



Juin 29. 



Juin 3o. 



i859 Juil. 9 



Juil. II. 



Juil. 12 



Juil. i3 



Juil. 14 



Juil. i5 





Marche 


antjdlaire 




de Va 


iguille 




depuib 


ieures. 


la !'« 


ob^Tvat. 


Il m 




/ »» 


10. 




0. 


12. 


— 


1 .24 


2. l5 


— 


3. 


4. 6 


— 


3.54 


9. 




0. 


12. 


— 


1.18 


2.25 


— 


3. G 


4. 


— 


3. (» 


10. 5 




0. 


12. 


— 


0.24 


2 . 3o 


— 


I . (» 


4.i5 


— 


1 .24 


10. 




0. 


12. i5 


— 


1. 2 


2. 5 


— 


2.3o 


4. 


• 


3.12 


9.45 




0. 


1 2 . 1 


— 


0.54 


2. 


— 


1 . 


3.3o 


— 


0.48 


4. 


— 


I. 


9.30 




0. 


10. i5 


— 


0. 6 


12.10 


— 


2. 


2.20 


— 


3. 12 


3.10 


— 


4. 


4. 


— 


4. c» 


9.30 




0. 


10. 


-4- 


2. 


10. 3o 


H- 


3.36 


10.55 


4- 


2.42 


11 .35 


4- 


1 .42 


12. 


-h 


2. 


1.18 


+ 


0.48 


2.20 


— 


0.42 


3.5o 


— 


1.42 


9.45 




0. 


12. 


— 


2.48 


2.1 5 




3.36 


3.5o 


— 


6. 6 


10. 3o 


— 


4.3o 


9-4o 




0. 


12.35 


— 


1.36 


2.20 


— 


2. 6 


3.55 


— 


3.36 


9.40 




0. 


12. 3o 


4- 4.3o 


2. 5 


-h 


3.48 


4. 


4- 


2.36 
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Nous n avons pas compris dans le calcul de cette marche horaire estivale les 
observations faites les 1 2 et 1 5 juillet, jours pendant lesquels les variations de 
Tinclinaison ont été inverses de leur marche diurne habituelle. 

Au contraire, dans Thiver iSSg-iSôo et dans l'hiver 1860-1861, l'inclinaison 
nous a pani ou rester à peu près stationnaire pendant la journée, ou même le plus 
souvent éprouver une légère augmentation entre 9** So"" du matin et 4 heures du 
soir. 

Pour que l'on puisse juger de la grandeur de cette variation, nous donnons 
in extenso le tableau des observations faites pendant le mois de février 1861 ; celles 
de décembre 1869 et janvier 1860 conduisaient à des résultats semblables. 









Marche 


angulaire 






Marche angulain 








de Taig^uillc 






de raignille 








depuis 






depuis 


Dates. 




Heures. 


la i'* 


observât. 


Dates. 


Heures. 


la i" observât. 






b m 




> H 




h m 


1 « 


\S6i Février 


1 . 


9. 




0. 


Février i3. 


9.30 


0. 






12. 


-h 


1.54 




12. 


-+- 0.48 






2. 


-+- 


1.38 




2. 


+ 1.24 






4. 


-1- 


2.18 




4. 


-h 2.18 


Février 


2. 


9.30 




0. 


Février 14. 


9.30 


0. 






12. 


4- 


1.24 




12. 


-4- 0. 6 






4. 


-}- 


3.42 




2. 

4. 


— 0.18 
+ 0.18 


Février 


4. 


12. 




0. 












2. 




0. 


Février i5. 


9.30 


0. 






4. 


-h 


0. 6 




12. 
2. 


0. 
-h o.3o 


Février 


5. 


9.3i) 




0. 




4. 


-h 0.36 






12. 


-h 


1.12 


Février 16. 


o.3o 


0. 






2. 


-f- 


I. 




%w 


^% 






3. 








12. 


-h 1.18 






-1- 


1. 












« 








2. 


0. 






4. 


-h 


I. 




4. 


-r 2.24 


Février 


6. 


9. 
9.30 


— 


0.24 


Février 18. 


9.30 


0. 








0. 




12. 


-h 0.18 






2. 


4- 4.18 




2. 


— 0. 6 






4. 


-1- 


6.18 




4. 


-f- 0.54 


Février 


7- 


9. 




0. 


Février 19. 


9.30 


0. 






12. 


4- 


1.18 




12. 


H- o.3o 






2. 


— 


0.24 




2. 


-h 0.48 


Février 


8. 


9.3o 




0. 


Février 20. 


9.30 


0. 






12. 


-f- 


I. 




12. 


+ 0.18 






2. 


-f- 


1.22 




4. 


— 0.42 






4. 


-4- 

■ 


2.24 


Février ai . 


9.30 


0. 


Février 

• 


9- 


9.30 




0. 




12. 


-+- 1.42 






12. 


-h 


0.42 




2 


-h 0.54 






2. 


1 


1.22 




4. 


H- 1.22 



INCLINAISON 



Datei. 


Heures. 


Marche angulaire 
de Taiguille 

depuis 
la i*^* observât. 


1861 Février !ia. 


h m 

9.3o 


/ If 
0. 




l'A, o 


-f. 0.54 




a. o 


— 0. 1*2 




4. 


— 0.16 


Février 23. 


9.30 


0. 




12. 


— 0.42 




•a. 


— o.4'i 




4. 


— 1.18 


Février îi5. 


Q.3o 


0. 
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Dates. 


Heures. 


Marche augulaire 
de Taiguille 

depuis 
la i'* observât. 


Février '25. 


h m 
12. 


/ If 
0. 




2. 


-h I . c» 


Février '27. 


9.30 


0. 




12. 


- -h 1.18 


Février 28. 


9.30 


0. 




12. 


— 0.36 




2. 


-h 2.18 




3. 


-h 0.24 




4. 


-f 2.24 



La boussole de variations à l'aide de laquelle ont été faites les obsenations pré< 
cédentes est, comme il a été dit, orientée dans le méridien magnétique. Si on la 
dirigeait dans un plan faisant avec ce méridien un angle un peu considérable, les 
changements de position de Taiguille dépendraient non-seulement des variations 
survenues dans les grandeurs des composantes horizontales et verticales de la 
force terrestre, mais aussi de la variation diurne en déclinaison. 

£n effet, on sait que si le limbe vertical d une boussole d'inclinaison fait un 
angle a avec le méridien, Tinclinaison i' de Taiguille sera liée à celle que l'on me- 
surerait dans le méridien par l'équation 



cotr = cosacot/. 



Pour trouver le rapport qui existe entre les variations correspondantes de 1' et a, 
on différentie cette équation et l'on trouve 



da 



= coii sina sîn* /'. 



di' est plus petit que da; toutefois, pour des valeurs de a un peu grandes, une 
variation de i5' sur a influerait sur /' d'une manière très-sensible. Mais tant que a 
ne dépasse pas 3 ou 4^, l'influence dont il s'agit est tout à fait négligeable. 



§ IV. — NOTES HISTORIQUES. 

A l'occasion des recherches dont nous venons d'exposer partiellement les ré- 
sultats, nous avons été conduits à rassembler quelques documents sur l'ensemble 
des travaux du même genre qui ont été exécutés à l'Observatoire pendant le cours 
du xvni* siècle; nous pensons qu'il ne sera pas inutile de les reproduire ici. 
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Au commencement de ce siècle, la mesure de la déclinaison était faite régulière- . 
ment chaque année par La Hire, et Ton trouve, dans les Mémoires de V Académie 
des Sciences (1716), la description de l'appareil auquel il donne la préférence pour 
ces déterminations. 

'< La boëte dont on se sert dans ces sortes de boussoles, doit être d'une figure 
» quarrée ou d'un quarré long dont deux de ses côtés qui doivent être dirigés 
)> vers le Septentrion dans l'usage, soient exactement parallèles entre eux, et bien 
I) à l'équaire avec le fond de la boëte. La matière de cette boëte est ordinairement 
)) de bois (la pierre est préférable), bien ferme et non sujet à se tourmenter à 
>• l'humidité et à la sécheresse 

» Sur le fond de cette boëte, il faut tracer par dedans et par dehors une ligne 
» droite suivant sa longueur, et qui divise sa largeur en deux parties égaies 
» entr'elles, et au milieu de cette ligne on scelle le pivot qui doit soutenir la cha- 
» pelle ou chapiteau de l'aiguille. On attache au dedans de la boëte et vers les 
p extrémités de sa longueur, si elle n'est pas quarrée, deux arcs de cercle égaux 
» qui doivent être divisés dans leurs degrés et dans leurs parties les plus petites 
» qu'il sera possible. Le rayon du cercle interne de ces arcs doit être égal, ou 
ïi tant soit peu plus grand que la moitié de la longueur de l'aiguille, afin qu'en 
» tournant sur son pivot elle puisse affleurer par ses pointes le bord intérieur 
» de ces arcs pour montrer exactement la quantité de la déclinaison de l'aiguille 
>' aimantée. » 

Quant à la manière dont I>a Hire orientait cet appareil, elle se trouve expliquée 
par La Hire lui-même dans un compte rendu des observations de physique géné- 
rales faites à l'Observatoire en l'année 1702. 

« Je fais toujours les observations contre un des piliers de la terrasse basse de 
» r Observatoire, en y appliquant le côté de la boëte où est enfermée l'aiguille, et 
» par ce moyen j'évite toutes les erreurs qui pourraient provenir de la position de 
i> la boussole sur le méridien. J'ai autrefois vérifié la position du côté de ce pilier 
w par le passage du Soleil par le méridien, en y appliquant une grande règle qui 
» portait, à ses deux extrémités, deux pinnules par où passaient les rayons du 
» Soleil ; l'ouverture de la pinnule objective et le trait marqué sur l'autre étaient 
*) dans une ligne exactement parallèle au côté de la règle qui s'appliquait contre 
)) la face du pilier » 

Les dernières observations de La Hire sont de 1717, De 17 19 à 1754, les déter- 
minations magnétiques ont été faites à l'Observatoire par Maraldi d'abord et par 
de Fouchy ensuite. 

Presque toujours ces savants opéraient avec une aiguille longue de 4 pouces 
s<nilement ; leur appareil était donc moins sensible que celui de La Hire. Toutefois 



NOTES HISTORIQUES. 257 

ces petites boussoles n'étaient pas seules employées. En 1742, Maraldi cite des dé- 
terminations faites par lui avec une aiguille de i a pouces, et Mussenbroëk paraît 
avoir adopté dans ses déterminations un modèle de boussole tout semblable à 
celui de La Hire. \a fig, i, PL F, que nous extrayons de son Traite de Physique, 
ne peut laisser de doute sur ce point, et il existe encore à TObservatoire une boîte 
de boussole qui rappelle de tous points l'appareil de Mussenbroëk. MQPN est 
la boîte de la boussole. S et ï sont les deux arcs divisés. Z la chappe. Enfin l'en- 
semble des pièces vwz et AB forme un système de leviers, à l'aide duquel on sou- 
lève l'aiguille pour décharger le pivot quand l'appareil n'est pas en expérience. 

Il ne paraît donc pas que pendant les cinquante années qui ont suivi les derniers 
travaux de La Hire, il ait été apporté de modifications bien importantes aux mé- 
thodes employées à l'Observatoire pour déterminer la décHnaison. Mais vers 1760 
un académicien dont le nom est resté dans la science. Du Hamel, à Denainvilliers, 
en Gatinois, reprit la question avec un soin tout particulier et prépara les progrès 
qu'elle devait faire bientôt par les découvertes de Coulomb. Par les soins de Du 
Hamel, le parc du château de Denainvilliers était devenu un vaste observatoire 
magnétique dans lequel quatre boussoles de déclinaison, fort éloignées les unes des 
autres et installées sur de solides colonnes de pierre, étaient observées régulière- 
ment quatre fois par jour. Les Mémoires de l* Académie pour 1 772 donnent la des- 
cription de ces appareils; nous en extrayons quelques détails qui nous semblent 
mériter de fixer d'une façon toute spéciale. Du Hamel paraît être un des premiers 
physiciens qui se soient préoccupés des incertitudes qui peuvent provenir d'un 
défaut de coïncidence entre l'axe de figure et l'axe magnétique de l'aignille. Aussi, 
pour éviter les erreurs auxquelles doivent nécessairement conduire les « sinuosités 
des filets magnétiques, » il prenait des aiguilles peu épaisses et les suspendait de 
champ. Quelques-unes d'entre elles avaient d'ailleurs jusqu'à i5 pouces de long, et 
cette grande longueur contribuait encore à atténuer la fiicheuse influence du défaut 
de coïncidence entre les deux axes. Du Hamel avait en outre disposé Tune de ses 
boussoles de manière à pouvoir atteindre un haut degré de précision dans la mesure 
des angles. Vers les deux extrémités de l'aiguille il avait fixé deux petites pointes 
parallèles au plan des grandes faces de l'aiguille, et qui se trouvaient verticales 
quand l'aiguille était en repos. Puis, à la hauteur de ces pointes il avait tracé sur 
un mur, placé à 5a pieds de distance, une division correspondant à de petites frac- 
tions de degré comptées dans un cercle dont le centre était au point de suspension 
de l'aiguille. En s'alignant sur les deux pointes, il pouvait voir nettement les divi- 
sions, et mesurer ainsi avec une grande certitude la quantité dont l'aiguille dé- 
clinait à l'ouest du méridien passant par le centre de suspension; ce méridien 
avait été déterminé par des expériences directes. Les observations magnétiques 

VIL 33 
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que Du Hamel avait insérées aux Mémoires de V Académie sont de 1777; mais vers 
cette époque, par les soins de Cassini le fils, l'étude du magnétisme reçoit à l'Ob- 
servatoire de nouveaux développements, et, grâce aux découvertes théoriques de 
Coulomb, grâce aux nouveaux instruments dont cet homme si éminent dote la 
science, les déterminations acquièrent une précision qu'elles n'avaient pu jusqu'a- 
lors atteindre. 

Du Hamel, ainsi que nous Tavons indiqué, avait compris que les « sinuosités des 
filets magnétiques, » c'est-à-dire le défaut de coïncidence entre l'axe de figure et 
l'axe polaire de l'aiguille, était une des causes principales des incertitudes des 
observations; mais il n'avait pas réussi à faire disparaître la fâcheuse influence de 
cet écartement des deux axes, et sans aucun doute c'est en partie à cette irrégu- 
larité dans la distribution du magnétisme qu'il faut attribuer les différences qu'il 
observait entre les indications simultanées de ces quatre boussoles, différences qui 
s'élèvent quelquefois à 1**. 

Coulomb, en donnant la méthode du retournement [Savants étrangers^ '77^)j 
rendit les déterminations indépendantes d'une cause d'erreurs qui pouvait ap- 
porter une si grande incertitude dans les mesures absolues. Cette découverte fut 
immédiatement appréciée à sa valeur, car Lemonnier parle du retournement comme 
d'une opération indispensable, en décrivant, quelques années plus tard, une bous- 
sole dont il se servait conjointement avec Cassini pour mesurer la déclinaison 
absolue. 

A l'époque où il faisait connaître le procédé précieux dont nous venons de rap- 
})eler l'importance. Coulomb donnait en outre deux boussoles nouvelles, dont 
Tune était exclusivement destinée à mesurer les variations diurnes et dont l'autre, 
fort semblable à la première, pouvait être également employée à la mesure des 
déclinaisons absolues. 

De nouveaux modèles de ces boussoles ont depuis été construits avec beaucoup 
de soins par Fortin d'abord et par Gambey ensuite. Ils sont représentés dans 
tous les Traités de Physique, et généralement employés pour suivre d'heure en 
heure la marche des aiguilles aimantées. Nous ne les reproduirons pas ici, mais 
nous décrirons les appareils primitifs de Coulomb sous la forme même qu'il leur 
avait donnée, tels, en un mot, qu'ils ont servi à Cassini dans les nombreuses déter- 
minations qu'il a faites de 1777 à 1790 environ. 

« IjQifig. 2, P/. F, représente extérieurement en perspective toutes les parties de 
» la boussole; elle est formée d'une boîte de deux ou trois pieds de longueur 
M posée sur deux traverses de cuivre BB, II ; sur ces traverses s'élèvent les piliers 
j> AB, AB et IP, IP ; les deux premiers sont liés par une traverse N n qui porte 
ii au milieu un trou circulaire pour recevoir la tige creuse CF. On voit cette tra- 
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ment à l'abri de toute erreur tenant à cette cause, en employant pour soutenir 
la partie supérieure du paquet de fils l'appareil maintenant connu sous le nom de 
micromètre de torsion. 

Cet appareil fut imaginé par un contemporain de Coulomb, le physicien Magny, 
et il valut à son auteur une mention honorable de l'Académie, dans la séance où 
elle partageait entre Coulomb et Van-Swinden le prix qu'elle avait proposé pour 
la question suivante : « Quelle est la meilleure manière de fabriquer les aiguilles 
»' aimantées, de les suspendre et de s'assurer qu'elles sont dans le méridien magné- 
" tique, enfin de rendre raison de leurs variations diurnes régulières ? • 

Toutes les recherches de Cassini sur les variations diurnes ont été faites avec 
le premier des deux appareils que nous venons de décrire. Quant aux détermi- 
nations de déclinaison absolue, elles ont souvent été exécutées avec une bous- 
sole construite sous la direction de Lemonnier [Mémoires de l'Académie^ ^^^^)'^ 
et que l'on employait à peu près comme une boussole marine, quoiqu'elle ressem- 
blât beaucoup par la forme aux anciennes boussoles de La Hire. 

Le passage suivant, extrait de la collection des Mémoires de Météorologie du 
P. Cotte, fait connaître les résultats de mesures effectuées avec cet appareil. 

« M. Cassini fils m'a communiqué en 1783 les journaux d'observations qu'il a 
» faites à l'Observatoire en 1780 et 1781 au nombre de 106. Il s'est servi de la 
» boussole de M. Lemonnier, garnie d'un secteur. L'aiguille forme un parallélipi- 
u péde de 9^ pouces de longueur. M. Cassini place à chaque observation son 
» instrument sur un fût de colonne, élevé dans le jardin de l'Observatoire, et il 
» dirige la lunette du secteur vers le troisième moulin de la butte Montmartre à 
M l'ouest de la pyramide, avec laquelle il fait un angle de Sa'. L'angle de ce moulin 
» avec la méridienne qui passe par le fût de colonne est de 3r2o" qu'il faut 

» ajouter au nombre des degrés; Le 11 avril 1783, nous avons trouvé la 

» déclinaison occidentale de ao®4'- J'^ii calculé les 106 observations de Cassini, 
« et j'en ai conclu la déclinaison moyenne 20® 44' 35". » 

Nous terminerons ce résumé historique par un tableau des déclinaisons mesurées 
à l'Observatoire pendant le xvn* siècle avec les instruments que nous venons de 
décrire. 

Nous y joindrons quelques déterminations anciennes que le P. Cotte donne 
également au Tome I de son Traité de Météorologie^ comme ayant été faites à Paris. 
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Déclinaisons nbsenties à Paris de 1380 à 1788. 



Obserrateurs. 

î> 
n 
n 


T> 

n 
n 

•1 

M 
A 

n 
» 
» 
n 

U Hire 

La Hire 

La Hire 

La Hire 

La Hire 

La Hire 

La Hire 

La Hire 

La Hire 

La Hire 

La Hire 

La Hire 

La Hire 

La Hire 

La Hire 

La Hire 

La Hire 

La Hire 

La Hire 6l8 aîné. 
La Hire fils atné. 

Ifaraldi 

Sfaraldi 

Maraldi 

Maraldi 

Maraldi 

Maraldi 

Maraldi 

Maraldi 

Maraldi 



Dates. 

1580 

1610 

1664 

1666 

1670 

1680 

1683 

168i 

1685 

1686 

1692 

1693 

1696 

1698 

i699 Oct. 

1700 Nov. 

i702 Sept. 

1703 Dec. 

i704 Oct. 

1705 Dec. 

1706 Dec. 

1707 Dec. 

1708 Dec. 
4709 Dec. 
1710 Dec. 
17ii Dec. 
17i2 Dec. 
1713 Dec. 
17U Dec. 
1715 Dec. 
1716 
1717 
1718 
1719 Janv. 

1719 Sept. 

1720 Sept. 

1721 Janv. 

1721 Oct. 

1722 Janv. 
i723 Nov. 

1723 Janv. 

1723 Dec. 

1724 Janv. 



Déclinaisons 



Orient. 



Occid. 



23. 

20. 

22. 

18. 

3o. 

3i. 

3i. 

28. 

27. 

a4. 
3o. 

3o. 

3o. 

^9- 
3i. 

3o. 



7- 
26. 

2. 

16. 

4. 
22. 

4. 
22. 

4. 



II .3o 

8. o 
o. 4 
o. o 
1 .3o 
2.40 
3.5o 
4.10 
4.10 
4.3o 
5.5o 
6.20 
7. 8 
7.40 
8.10 
8.12 
8.48 

9. 8 
9.20 
9.35 
9.48 
o.io 
o.i5 
o.3o 
o.So 
o.5o 
i.i5 
1 .12 
i.3o 

I.IO 

2.20 
2.40 
2.3o 
2.20 
2.3o 
3. o 
3. o 
3. o 
3. o 
3. o 
3. o 
3. o 
3. o 



Observateurs. 

Maraldi 

Maraldi 

Maraldi 

Maraldi 

Maraldi 

Maraldi 

Maraldi 

Maraldi 

Maraldi 

Maraldi 

Maraldi 

Maraldi 

Maraldi 

Maraldi 

Maraldi 

Maraldi 

Cassini 

Cassini 

Maraldi 

Maraldi 

Cassini 

Cassini 

Cassini 

Cassini 

De Fouchv — 

De Fouchy — 

De Fouchy — 
De Fouchy — 

De Fouchy. . . . 
De Fouchy. . . . 
De Fouchy.... 
De Fouchy — 
De Fouchy — 
» 

n 
» 

» 

n 



Dates. 

1724 Nov. 2. 

1725 Janv. 3. 

1725 Dec. 3o. 

1726 Dec. 5. 
1728 Jauv. 3. 
1729 

1730 Nov. 20. 

1731 Dec. 5. 

1732 Sept. 5. 

1733 C* de Dec. 
173i Mai i3. 
173i Dec. I. 
1735 Août 28. 

1735 Oct. 1. 

1736 Décembre. 

1737 Janvier. 
1737 

1738 Mars 28. 

1739 Décembre. 
1740 

1741 

1742 Mai 26. 

1742 Juin 2. 

1743 

1744 Juillet 17, 
18, 20, 21. 

1745 Mai 17, 

18, 19. 

1746 Juin 24, 25 

1747 Juillet 20, 

21, 22 . 

1749 Juin 10, 1 1 

1750 Juin 16, 17 

1752 Juin i5, 16 

1753 Fév. 25,26 

1754 Mars 6. 
1755 

1756 
1757 
1758 
1759 
1760 
1761 



Déclinaisons. 



. o 



3 

3. o 
3.1 5 

3.45 

4. o 
4. o 
4.-^5 

4.43 

5.i5 
5.45 
5.35 
5.40 
5.45 
4.55 
5.40 
5.40 

5.4^ 
5. 10 
5.3o 
5.45 
5.40 
5.40 
5.40 
5. 10 

6.i5 

6.i5 
6.i5 

6.3o 
6.3o 
7.15 
7.15 
7.20 
7.15 
7.30 
7.45 
8. o 
8. o 
8.10 
8.45 
8.40 
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RECHERCHES MAGNÉTIQUES. 



» 



Dates. 



Lemonnier et Cassini 



1762 
1763 

1764 
1765 
1766 
1767 
1768 
1769 
lf70 
1779 Mars 22. 



Déclinaisons. 

o / 

18. 5o 
18.45 

19.15 
18.52 
19.15 
19.80 
19.50 
19.50 
19.55 
20. 3o 



Obserra leurs. 



Lemonnier et Cassini . 

» 
» 



Cassini 



ï) 
» 



Dates. 




Déclinaisons 


1779 Juin 


7.4. 


t 
20.34 


1780 




• 2o''44'35 


1783 






1785 Janv. 


I . 


21.33 


1785 Mai 


3o. 


22. 


1786 Juin 


1 . 


21 .27 


1787 Juin 


1 . 


21 .30 


1788 Juin 


I . 


21 .40 
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MÉMOIRE 



sum 



LE CALCUL DES DIVERS TERMES 



DU 



DÉVELOPPEMENT DE U FONCTION PERTURBATRICE 

ET DE SES DÉRIVÉES; 

Par J. BOURGET, 

Professeur à la Faculté des Sciences de Clermont-Ferrand. 



INTRODUCTION. 

Lorsqu'on veut calculer les diverses inégalités d'une planète ordinaire, la mé- 
thode la plus simple consiste à développer algébriquement la fonction perturba- 
trice R et ses dérivées en séries de termes proportionnels aux sinus et cosinus des 
multiples des anomalies moyennes T et T' des deux corps considérés. De simples 
substitutions numériques dans des formules bien connues conduisent ensuite aux 
résultats demandés. Le développement algébrique de R est, il est vrai, assez la- 
borieux, et les erreurs y sont faciles; mais il a été exéculé plusieurs fois par divers 
géomètres qui se sont mutuellement contrôlés et corrigés, et les derniers travaux 
de M. Le Verrier sur ce sujet, insérés dans les Annales de V Observatoire^ ne laissent 
rien à désirer au point de vue de l'étendue et de l'exactitude. 

Lorsqu'il s'agit au contraire d'un astéroïde ou d'une comète, l'excentricité et 
l'inclinaison sont trop fortes pour que la série qui représente R soit rapidement 
convergente, et la même méthode conduit alors à des calculs si laborieux, qu'on 
doit l'abandonner. D'ailleurs, dans le cas même d'une planète ordinaire, le calcul 
d'une inégalité à longue période dont l'argument serait un peu élevé exigerait 
qu'on poussât le développement algébrique trop loin, et l'on est encore amené à 
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recourir à quelque méthode d'interpolation permettant de calculer approximati- 
vement le coefficient numérique de R qui correspond à Tinégalité en question. 

On sait depuis longtemps que le coefficient d'un terme quelconque du dévelop- 
pement de R ou de ses dérivées peut s'exprimer par une intégrale double ; mais 
son évaluation par la méthode des quadratures approchées est pénible. Dans le 
Tome I*"^ de son Journal, M. Liouville a montré qu'on peut ramener l'intégrale 
double à une intégrale simple qui en diffère très- peu, ce qui suffit dans les 
applications numériques. Le procédé qu'il indique est extrêmement simple en 
théorie, mais il présente quelques difficultés quand on veut le mettre en pratique. 
M. Le Verrier a donné une méthode pour calculer approximativement les divers 
termes de la fonction perturbatrice et de ses dérivées au moyen de valeurs particu- 
lières de ces fonctions ; elle présente sur les autres cet avantage qu'on utilise tous 
les calculs antérieurs si l'on est amené dans la suite à reconnaître qu'il faut 
augmenter le nombre des valeurs particulières de la fonction (*). M. Le Verrier 
en a fait usage dans le calcul d'une inégalité de Pallas due à l'action de Jupiter 
et dépendant de l'argument (i8/i' — 7/1). 

M. Hansen a publié sous le titre suivant. Mémoire sur la détermination des per- 
turbations absolues dans les ellipses d'une excentricité et d'une inclinaison quel- 
conques, une méthode conduisant par une autre voie au même résultat. Enfin 
l'illustre Cauchy, dans diverses Notes faisant partie des Comptes rendus de r Aca- 
démie des Sciences^ et en particulier dans les Notes annexées au Mémoire de 
M. Le Verrier sur les inégalités de Pallas, a indiqué plusieurs procédés à l'aide 
desquels on peut évaluer rapidement les termes de la fonction R avec autant d'ap- 
proximation que l'on veut (**). Cauchy a fait usage de deux de ces méthodes 
pour contrôler le travail de M. Le Verrier sur Pallas. 

La première est particulièrement intéressante, parce qu'elle suffit pour traiter 
complètement une planète; en cherchant à en faire quelques applications, j'ai été 
conduit à lui donner une notable extension, et, je crois, aussi d'importantes amé- 
liorations. La seconde ne peut servir que dans le cas où n^ est élevé, mais elle est 
alors d'une extrême rapidité. Cauchy déduit les formules qui se rapportent à ce 
dernier cas, d'im Mémoire sur l'évaluation des fonctions de grands nombres; j'en 
donne ici une démonstration directe extrêmement simple, que j'étends à une autre 
fonction dont le développement est nécessaire pour la théorie d'une planète. 

Je présente dans ce Mémoire l'ensemble. de toutes mes recherches sur ces deux 



(*) .annales de l'Observatoire, page 384- 

(**) Comptes rendus de l'Académie des Sciences, Tomes XII, XllI,.- , XX. 
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méthodes. On verra qu'elles offrent une application nouvelle des transcendantes 
de Bessel et des nombres de Cauchy, qui manifeste toute l'importance des théo- 
rèmes que nous avons formulés dans un précédent travail. 






§ I. — - FORMULES GÉNÉRALES POUR LE CALCUL DES VARIATIONS DES ÉLÉMENTS. 

1 . Coiwentions et notations. — Nous désignerons par t le temps compté à partir 
4J'une époque quelconque, et rapporté à Tannée Julienne prise pour unité. 

Nous prendrons pour plan fixe le plan de Técliptique à Vorigine du temps et 

Tious rapporterons les longitudes à la position moyenne de la ligne des équinoxes 

à. cette époque. Sur Torbite d'une planète nous compterons les longitudes à partir 

du rabattement sur cette orbite de la ligne des équinoxes, ce rabattement s'ef- 

fectuant autour de la ligne du nœud ascendant de Torbite sur Técliptique. 

Nous désignerons en outre par : 

fl, le demi grand axe de l'orbite ; 

jx, le moyen mouvement sidéral en une année Julienne; 

e, l'excentricité de l'orbite; 

y, la racine \/ 1 — e* ; 
>3, la tang (i arc sin = e j = -^ = ^ (* "^ 

ty, la longitude du périhélie ; 

9, l'inclinaison du plan de l'orbite sur le plan fixe; 

I, l'inclinaison mutuelle des orbites de m et m'; 

d, la longitude du nœud ascendant; 

£, la longitude de l'époque; 

r, le rayon vecteur héliocentrique ; 

p, la distance des deux planètes; 

<^, la distance angulaire des deux planètes, vue du Soleil; 

s^ le cosinus de i ; 

Uj l'anomalie excentrique; 

f, la longitude vraie ; 

w, l'anomalie vraie on v — rs-^ 

T, l'anomalie moyenne ou /jl< -h £ — cr; 

/, la longitude moyenne |x< -h £ ; 

Ç, la partie |x ^ de la longitude moyenne dans le mouvement troublé ; 

m, la masse de la planète rapportée à celle du Soleil prise pour unité ; 

k. le nombre — — \ 

VII. 34 
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R, la fonction perturbatrice — *, 

c, la base des logarithmes népériens; 

M, le module o,434^9-— qui sert à passer des logarithmes népériens aux 

logarithmes vulgaires; 
n, la longitude du nœud ascendant de la planète troublée sur l'orbite de 
la planète perturbatrice, comptée à partir du nœud ascendant de cette 
dernière sur le plan fixe de Técliptique. 
Nous désignons par les mêmes lettres accentuées les quantités de même nom 
qui se rapportent à m\ D'autres notations, que nous ferons connaître, s'intro- 
duiront dans le cours du Mémoire. 

2. Changement de plan fixe. — On simplifie le calcul des perturbations en 
prenant pour plan fixe le plan de la planète perturbatrice à l'origine du temps. 
Dans ce cas les longitudes sont comptées à partir du nœud ascendant de la pla- 
nète perturbatrice sur le plan de l'écliptique. Nous désignerons par 

les quantités que nous avions désignées d'abord par 

et nous appellerons H l'angle formé par les nœuds de la planète troublée sur 
l'écliptique et sur le plan de l'orbite de la planète perturbatrice. Si donc nous dé- 
signons par N, N' les nœuds des deux planètes sur l'écliptique, par 1 Tintersection 
des deux orbites apparentes sur la sphère céleste décrite du Soleil comme centre, 
les trois points N, N', I déterminent un triangle sphérique dont les côtés sont 

Q-0', H, n, 
et les angles opposés 

3. Formules qui servent à calculer les inégalités, — Si nous transportons nos con- 
ventions dans les formules données par M. Le Verrier (^Annales de t Observatoircj 
Tome I, page 336), nous trouvons pour déterminer les perturbations de la planète 
A/7, dues à l'influence de m', les équations suivantes : 

l sin I -^ = -y- sin (w, -f. u, — II) sin (tv, -h fs\ — U) hr' ^~ — i 
= ^ iang(w, -f-CTt — n), 
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{2) _ = î!^ cos (ivi -hor, — ri) sin (w\ -f- cr', — II) kn^ l^^ — ^-j , 



(3) 



— 2 M A-—? 









vv edxai ^ f 1 ^ ^^\ ^ r f ' -ïï 

'^' ^-^^f';7T-""jM"^s-" 

Ces formules conviennent surtout au cas où Texcentricité de m est assez grande 
et nous avons précisément pour but d'exposer une méthode d'interpolation appli- 
cable à la théorie des astéroïdes et des comètes. 

Aux formules ci-dessus il faut joindre les suivantes auxquelles la valeur de R 
conduit facilement : 

(9) *R = -:7: ' 

t \ , dYi , I f¥ s rr' s — r* 

<'°) ^'■^=H^ — r~ 

I \ , r/R , ^R ds 1 I f^'^ ( i I 

(II) A -- = A --- — = krr' _(--—- 

rtf, ds dvt dvy \r ^ ('* 

4. Calcul des perturbations des éléments de m rapportés au plan fixe de técliptique, 
— Les formules précédentes (i), (a), . . ., permettent de calculer par l'intégration 

511, 51, $a, de^ (îtj,, 5c,, 0^, 

mais elles ne font pas connaître 

oç, 56, 5H, 5cj, oe. 

Ces dernières variations peuvent facilement se tirer des calculs précédents, en se 
servant des formules que nous allons donner. 

34. 



* 
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i" Le triangle INN' donne 

(12) — cosy = — cosi cosy'-f- sin Isin^'oosll. 

Si l'on différentie cette équation, en observant que 9' est invariable quand on 
cherche les variations du premier ordre par rapport aux masses perturbatrices, et 
en utilisant les relations 

(i3) coslcosll = cot H sin II — cotç' sin I, 

. ,. sintp' sin H 

(14) ": = ~^~T; 1 

^ ^' siri<j» sinn ' 

on obtient 

(i5) oj = cosH51 — siuIsinH^n. 

2"" Le même triangle sphérique nous donne les relations suivantes : 

, ^, siniô — ô') sinn 

16) r-r '=-. » 

^ ' sm I sm (p 

(17) cosITcosH = — col (6 — 9') sin H -h cot I sin 9, 

(18) cosll = cosHcos (6 — fi') — sin H sin (0 — fi'jcosot^ 

on en déduit en différentiant la première, et en opérant quelques transformations 
au moyen des deux autres, 

( 19) sinç^6= sin H 51 -hcosH sin 1311. 

3*^ L'équation (i4) difFérentiée et unie aux équations (18) et {16) fournit encoi*e 
la relation • 

(ao) siny5H= cos (6— fi') sincj^'iîll — sînHcos (j'JL 

4*^ On a d'ailleurs 

(21) cj = l7,-hH -hfi — II; 

on en conclut 

(21) Sn=z on, -f- an -h Jfi — OT, 

et en substituant les valeurs des trois dernières variations trouvées plus haut, on 



* 

» 
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obtient, après quelques réductions fondées sur les formules 

(23) cos I = cosy cosç'-f-sinysiny'cos (0 — ô'), 

(a4) ^os (f* = cos (p cos I -f- sîn çj> sin I cos H, 



lequation 



sin* - ® — sin' - © — sin' - 1 
2 ^ 2 ^ 2 



(aS) icj= Juj-f-siiiH tang-(pJlH — oïl 



cos* - 9 
2 * 



5^ Enfin, comme on a aussi 



(26) e = £,-hH-he— n, 



d'où 



(27) St = âî, -^dH + àe— (în, 



on obtient encore 



sin' - ® — sin' - ® — sin* - I 
2 ^ 2 ^ 2 



(28) cîe = <îej-hsinHiang-ç^I H JII. 



cos* - Cp 
2 ^ 



Les cinq formules (i5), (19), (î^o), (aS), (28) permettent donc de revenir du 
calcul des perturbations des éléments de la planète rapportée au plan de la pla- 
nète perturbatrice, à celui des perturbations des mêmes éléments rapportés au 
plan de l'écliptique. 

5. Remarque. — Pour éviter des écritures pénibles, nous nommerons dans ce 
qui va suivre 

€, CJ, l', IV, •', O', l^', w', 

ce que nous devrions appeler 

Comme le retour au plan de l'écliptique ne s'opère qu'au bout du calcul relatif à 
ces dernières quantités, ce changement de notation n'amènera aucune confusion. 
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§ IL — RÉDUCTION DU PROBLÈME DU DÉVELOPPEMENT DE LA FONCTION PERTURBATRICE 
ET DE SES DÉBIVÉES A LA BECHERCHE DE QUATBE FORMULES. 

B. On sait que pour déduire des formules (i), (2), etc., les inégalités de la 

planète m, il suffit de développer les seconds membres en séries de termes pro- 
portionnels aux sinus et cosinus des multiples des anomalies moyennes T etT, 
ou, ce qui revient au même, en séries de termes proportionnels aux puissances et 
aux produits des exponentielles imaginaires 

(29) > =c ', / = c '. 

Nous supposerons d'abord que Ton ait donné une valeur particulière à T, les 
seconds membres ne seront plus fonctions que de T', et chacun d'eux pourra être 
développé en une série de termes proportionnels aux puissances de Texponentielle 

Il nous sera facile de montrer ensuite comment, par diverses méthodes, on peut 
trouver le coefficient d'un terme quelconque 

(nT-h«'T')i 

du développement à former, quand on connaît pour une série de valeurs particu- 
lières de T, le coefficient de 

Posons donc, en admettant que T ait reçu une valeur particulière, 

(30) AR=y Y„,/", 



n' 

00 



00 



(30 ^*^ï = 2LY:y"' 



^R 



00 



(3.) *^-2; Y'',/"' 



'OC 



00 

dl 



(33) 5r = 2.^:r'"- 



II' 

— «■ 
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Si nous substituons dans les formules (i), (a), etc., aux premiers membres des 
équations (3o), {3i), (3a), (33) leurs valeurs, nous aurons, pour calculer les 
perturbations des éléments, les formules suivantes : 



(III) 



(V) 



dl 



(I) ^ = lj:y''^ 



n' 
— 00 



00 



(U) siiii^ = 2,Y:^«"s(^-^^-n)^'"'' 



dt 

30 

dt dT 

00 



= 2,[-^Ç"--n-i?(^")'ï:,]y-, 



— 30 



00 



(IV) ±=.y lv',yi- ^JL lî2ifî, 

^ ' dt ^^ e • ^ ^2Mtf dt 



— ao 



ÔCT = OitJ -f- OjtJ, 



^ = i, [r. -^ '*' Y»' - 7 ( • + ; -s ,.) sin w y:] ^' ^ 



— ao 



5,CT = tang-l(sinl 511), 



(") '-^'=i,[(-:4;H^;+;('*îH"°"''']^'-' 



— 00 






Nous sommes donc ramenés à trouver les quatre quantités Y^, , Y;,,» Y^': • Y^ 
pour une valeur déterminée de T, et nous aurons dans les équations précédentes 
les coefficients de y^, pour cette même valeur particulière. A la vérité Y,/ ne pa- 
raît pas dans ces formules, mais il est clair qu'il entre implicitement dans les 
formules qui donnent ^^^ et -r^ • 

^ dt dt' 
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§ III. — CALCUL DE Y;,'. 

7. Réduction du problème à d autres plus simples. — Nous avons posé 

R- — --• 
admettons qu'on ait effectué les quatre développements des fonctions 



- , I Kn' s h 

hrr'si -j-i — — » -î 



et soient 



ce 



(34) Ar/5 = 2 ^-'Z"' 






(35) ;^=2B"'^'"' 



— 00 



00 
hrr s 



(36) T^ = 2; Cn'r'-, 



— 00 



oo 



(37) H2.ï^"'^'"'' 



— 00 



nQus aurons évidemment 

(38) Y„,= C„.~D,,^ 

nous allons donc chercher C„' et D/,', et hicidemment A;,', B^,' qui nous fourniront 
des vérifications pour le calcul de C„' et dont nous aurons besoin plus tard. 

8. Transformation de s et de krr^s. — Si nous nous reportons à la fig. i,' 
nous tirons de la considération du triangle mm'l l'équation 

(39) s = cosmicos m'\ 4- sinmisinm'icosl. 
Posons 

(40) sin*-I=v, cos*-I=o, 
puis 

(4i) «' = C7'— 0' — n = f3;-.n, 

(42) » = CT — 6 — H = cFi— n, 



CALCUL DES TERMES DE LA FONCTION PERTURBATRICE. 273 

puis encore 

(43) h' H = W, K'-f-« = n, 

il viendra enfin 

(44) J = cos (iv' — iv -h Cl)) -H V C05 ( xv' -f- iv -h fî). 

En développant le second membre et en posant 

* M = c cos Cl) -f- V cos îî, ]N= 3 sin oj -h v si 11 H, 

(45) j 

f M' = c cos « — V cos fl, >' = sin co — v sin îî, 

nous avons 

(46) 5 = M cos tv cos iv' -f- M' sin w sin tv' — N cos w sin w' -h N ' sin w cos tv', 

A la place de u/ introduisons Tanomalie excentrique u\ et posons, pour abréger, 

( g = A (Mfl'.rcos IV -h jN'a'.rsîn iv), 
'^' / A = A(Nrt7'.rcosw — M'rt'/'.rsintr), 

nous aurons 

(48) kr/ s = — gfe' -f- g' cos a' — A sîn u', 
ou bien encore 

(49) krr's==-8.'^Lg (x' + i,) 4- ^ hi (x'+ ^,), 

en posant 

(50) ^' — ^,«'1^ 

9. Recherche de A^». — Pour cette recherche et pour d'autres qui vont suivre, 
nous ferons usage d'un théorème de Cauchy dont voici Ténoncé : Pour trouver le 
coefficient A„r de V exponentielle y^ relative à l anomalie moyenne dans le développe- 
ment d' une fonction R quelconque^ il suffit de chercher celui de oc' '^ dans le dévelop- 
pement, suivant les puissances deaf^ de la fonction 

n'e' / , I \ 

VII. 35 
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en d'autres termes on a 

(le ihéorème nous donne pour la fonction (49) 



Exécutons les calculs sous le signe 1 , et rappelons-nous la notation adopte e 

dans un Mémoire sur les nombres de Cauchy et les transcendantes de Bessel * , 
en vertu de laquelle 



(5.) 






nous aurons 



A„' — 



— ge' j (o, «')"• — ^ (!,«')«' I 



+ '-g j (o, «')„,_, + (o, n')„,^, — "- [ (i, "')"'-' + ( • ' "')»■+< ] { 

-Az (o, «')„._, — (o, /l')„.^., _ -[(!,«')„,_,— ( !,"')„'+!] j- 



Mais 



(53) î(i,w)^ = ^^(o,«)p. 

donc 



I — 



(54) A„,= -^, [(o, «')..'-. - (0,»')..'+.] + ':r? [(»' »')'■'-' ^ (*'' "')"'+' J 



Enfin posons, pour abréger, 

(55) ' 



(*) f7>i> la note placée à la fin du Mémoire. 
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d'où l'on conclut 

(^^>fi) '7-,' = ^,.- '^-p = — -î/ô 

l'équation (54) devient 

Py) ^"' — r^rO -+- ' — ,^, • 

?. n • 7.11 ^ 

Cette formule a besoin d'être transformée pour servir à la détermination de 
Ao; cherchons directement cette dernière quantité. I/équation (5i) donne, en 
posant /i' = o, 

•^•=r[-'"''-ï^(''-?)-j'"('--^)i[-i(^-^)]""'- 

Cette intégrale se réduit a la partie indépendante de x' dans le développement du 

produit placé sous le signe / ; car tout terme renfermant une puissance x'^ de 

l'exponentielle, où le nombre entier A: n'est pas nul, donne zéro après l'intégra- 
tion . Donc 

(58.) A.=---|^e'. 

10. Recherche de B^'. — Le rayon vecteur r*' est donné par la formule 

/•' = fl'(i— c'cosu') =«'[1 — i' (jt'4-~) L 

mais, en vertu des notations adoptées (1), on a 



, 7. T.' 

c = 



i-hV^" 



donc 



(59) ,.'=^;(,_„'y)(._^). 

On en déduit sans peine 

(60) r'-^'=E«4-E. (x'+p) +E'(x"-+--^,) + 



i-y. 
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en posant 

' Eo= (|~y [i-f.9r/*-h36r/^+ioor/«-h2a5r,'«4-...], 



iri 



'\ 3 



E, = 4^ 3^' [,^_6ri"^_2oy/'+5or,'•+ io5 w" + . . .], 



a e 



(6.) 



E, = /lniy6„"[n-5r/»-i- i5»"-4- 35»" -+-70 »)" + ...], 
E, = (|;^yior,'»[i-(-4,5r,'»+ia,6r,"+28r,"+...], 
= (^.ViS»" [i -f- 4, ar," -h II, 2r/»+a4 »'•+...], 



E. 



E.= 



E. = 






a» 



'\ s 



ai 



72 



r)'»[H-4«" + ^ «"..•]. 



27 



= ^i7p)^8r/.[n-^«"...]. 



Ce développement étant effectué, nous en tirons, au moyen du théorème de 
Cauchy, 

(6a) B„, = J- fj x>-^- [e, + E. [x- + ^) + E, (*" + ^) +.••] 



X 



{^-t^-i)Y^"'^^^ 



et les transcendantes de Bessel transforment cette formule en cette autre 

-f- E, j (o, n')„,_, -f- (o, n')„^+, — ^ [(i. 'ï')"'-! -*" ('^ '^'l^'+J | 
-f-E, I (o,n%_,-f- (o,/i')„.+, — ''-[(i,n%_,-f-(i,n')„.+,] | 



Mais la formule (53) nous permet encore de simplifier cette expression et d'écrire 



(63) 



B„,= i (e, 5|"'' +- 2 E.a^"'' + 3 E,d["'> +. . . ) 



Cette équation ne se prêtant pas, sans transformation, au calcul de B,,, cher- 
chons directement cette quantité par la formule (3i); nous trouverons sans peine 



(64) 



Bo = Eo — El e'. 
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Il . Calcul de Ci,'. — Ce coefficient peut être déterminé de deux manières : 
I® En vertu du théorème de Cauchy, et de la valeur de kri's donnée par la 
formule (49)? nous avons 



L hi (x' + j\ I r'-» c -^ V ''/ ^m'. 



Mais de la formule ( 5g) on tire 



{66) r'- = F. + F, (x' -r p) + F. (x'* + ^,) + 



en posant 



I ^* = (77)' ( » + 4 «'• + 9«" ■+■ 16»)" + 25 r/'-hiev"" -h...), 
F, = /^yaTi'(i-t-3»!"-H6»)'*-Mo«"-+- i5n'« + ...), 



i 



F,=(|i;y(.+.)."[.-î^v.+4£±i>."^...] 



par Suite l'intégrale (65) donne, au moyen des transcendantes de Bessel, 

C„' = — jr gre' Fo (o, n')„, 4- Fi [ (o, /»')„'_! -f- (o, /i')n'+i ]-+-... 

-h Fp [ (o, n'),,_, -^ (o, /i')„,+J "^ • • • j 

^^^8 I Fo [ (o, n')^., -+- (o, fi')„,+, ] -h . . . 
'1' î* Fo [ (o, /»')„/«! — (o,/i')„.+,] -H... 

-h Fp[ (o. W')„._p«, — (o, /ï')n'+P+l — (o» 'ï^'-P+t -^ (^5 l')"'+P-i ] ■+" • • I ' 
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on encore à l'aide des conventions (55) 



C„ 






-+-... 



(6-8) 



F.«! + <0-^--'] 



?-J^\}^'<'K-C') + F^{âf-K"'') 






(l(* telle sorte qu'en posant 



U„. = 



.(«') 



— -, - F„ (7 -h t , (7, -h t î '?!: 



""+...] 






w„,= 



on obtient enfin 



(70) 



C,. = ^(U„- + V,,) + ,7,W„,. 



Pour avoir Co il faut avoir recours à l'équation (65), et on trouve 



(7-) 



Co=-^(F.e'-F.)=o. 



n^ On peut déduire aussi (',/ des valeurs trouvées pour A„. et B„', car on peut 
poser l'équation 

(72) hrrs X -r = 



B,-+-B,y +B,j" 

+ B,j'-'-i-B,.r'-'-i-... 



et l'on voit que 



(73) 



C„^ = AoH,.' 4- A, B„'_t -H As B„'_, -+-... -f- A„/ Bo 

-f- A_i B,/ 1.1 -h A_j B„/ . t -f- . . . -|- A_„/ Dj„/ -f- . . . . 



Cette équation peut servir de vérification à la formule (70). La formule (71) cou 
duit aussi à la relation suivante 



(74) 



o — Ao Bo H- (A, -h A^i ) B, -h (Aj -h A_,) B2 



. . . , 
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qui servira à vérifier la bonté des calculs relatifs à la détermination des nombres 

l'o » t>j , II3 , . . . . 

12. Calcul de D„', ou développement de -• — Ce développement est le |)his labo- 

P 

rieux travail du calcul des perturbations ; pour cju'on puisse suivre facilement 
lexposé de notre méthode, nous diviserons cet article en divers paragraphes. 

(a). Expression de p^ en /onction de u\ — Dans la formide 

(75) p* = r' -I- r'- — 2 /•/ ' .ç, 

mettons pour r'^ et pour rr^ s leurs valeurs en w/, nous aurons l'équation 

|0*= z*-!- a'* (i — r'cos m')' -h -r (gf-^ — g cos n' -h h si 11 /i). 

fi 

qui donne 

(76) p* = H — K cos {u'— ^) -h J (OS 2 n', 

en posant, pour abréger, 



— 1 



H = 7» -h a'* -f- -^ e' H 

A- 2 



Kros\|/= 2a'*e'-|- ^? 

(77) < ^^ 

Ksin'>{/ = j- » 



J = ' 



(b). Décomposition de Un' ^^ parties de plus en plus faibles — De Téquation 
(76) nous tirons 

(78) - = /c f H — R cos (a' — ^)-^J cos •>. ii'Y -• , 

r 

fl 

et comme la planète perturbatrice m' est une planète ordinaire à faible excentri- 
cité, nous pouvons développer le second membre de Téquation (78) suivant les 
puissances de J, quantité de second ordre par rapport à e'; nous aurons donc. 
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en négligeant les quantités du sixième ordre par rapport à ér', 

^=A-fH — Kcos(m' — ^)]"' 

P 

(jg) / — - J COS 2 u' [H — K COS (/i'— if/)]" ' 

-h^P cos' 2 m' [ H — K COS ( u' — if ) f * . 

On pousserait sans peine le développement plus loin, si dans une question on 
le jugeait nécessaire; mais en général les termes négligés seront insensibles, puis- 
que le troisième que nous avons écrit donne des quantités négligeables dans le 
cas de Pallas troublé par Jupiter. 
Posons maintenant 

~» 

GC 

(80) /— -Jcosai»' [H — Kros(u'— (|-)]"' = ^ D;,/"', 



3 ^ Tt I „ . / 



n 

— X> 



00 



8 



J'cos'2m'[H — Kcos(«'— ij/)]'"^ = y D" .)'"■; 






nous aurons 



(81) D„.= D:,4-D:. -hD-. 

La recherche du coefficient D„/ se trouve ainsi ramenée à celle de plusieurs par- 
ties de plus en plus faibles. 

(c). Calcul de IK;. — Dans l'expression 

H — Kcos(w' — ^f) 
introduisons l'exponentielle imaginaire .r', et posons 

(82) 6 = taiig - 1 arc sin — ] » 
nous aurons 

(83) H-Kco9(«'-4.) = 2^^(._ex'c"^')(.-p/'), 
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le développement à effectuer pour avoir U^, est donc celui de la fonction 

(84) hG(i-ex'c"'''\ ' (i — l/'\ \ 

en posant, pour abréger, 

(85) (îi)' = (;. 

Or le théorème de Cauchy nous donne 
(86) D;, = JG J; j[" X'-- (,-9i'o-*') ' {'-i*') ' 

mais on sait que 



00 

— h -p i 



(87) (,-Ox'c-^') '(l-pC^*) ^ =^®HX"'C 



I 

— 00 



Qf^ étant la moitié de la transcendante 6^/^ de liaplace, que Ton sait calculer à 

ï 

Taide de nombreuses formules, et dont il existe des Tables assez étendues construites 
par J. Runkie, sous les auspices de la Société Smithsonienne. Donc nous aurons, 
en faisant usage des transcendantes de Bessel, comme dans les déterminations de 
kn", B„/, C;,/, la formule suivante 



00 



(88) d;, = Jg2/0a(o,/i%_.c 



— 00 



Rétablissons, pour les applications numériques, les sinus et cosinus à la place des 
exponentielles imaginaires, combinons entre eux les termes conjugués, et nous 
obtiendrons sans peine l'équation que voici : 



00 
k 



(89) D^. = ^02,^0, [o^^ cosA^ - lai"'^ sin/i+], 

1 

dont la mise en nombres n'offre aucune difficulté. 

Cette formule ne peut pas donner sans transformation le coefficient D'^,, mais 
VIL 36 
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on le tire immédiatement de la formule générale (86), et Ton obtient 

(90) D; = ^G(0o-0iC^'cos^). 

(d). Calcul de \y. . — Il s'agit de développer, suivant les puissances de jr\ la 
fonction 

(91) J (OS 2 w' [H — K cos (/i' — ^)'] \ 

Mettons dans cette expression pour cos a u' sa valeur en exponentielles imagi- 
naires, remplaçons la quantité entre crochets par sa valeur tirée de l'équation (83), 
la quantité (91) devient 

fa,, _^i,o.(.^. + A) (.-»«''-")■■ (,_i/')"-. 

Applicjuons maintenant le théorème de Cauchy, et servons-nous des transcen- 
dantes de Bessel après avoir posé 



— 00 



— 00 



(93) (.-eyc-^') i^-y') =2 0;-' 



il viendra 

(94) F):, = -|JG^2,®*^~*^'|("'"')"-*-' 

— x; 

,/ i 

-H (O, «')„'./,+5 — '- [(l, «')„'-fc-2-h (1, W')„'»fc+8j » 

OU bien encore 

(9-.) D:, = - ^, JG»2;,0i o~*^'' [(A+ 2) (o, /*')„,.*_,+ (A- 2) (o, /.')„'-*+,]• 



00 



Mettons pour rexponentielle sa valeur en lignes trigonométriques, combinons les 
termes conjugués, nous aurons enfin 

2 • \ » -» / 

(y6) n: ^ - i-, JG' ! -^ i ®* [('' -^ ^) ^- -^ ('' - ^) '-'] ^°'''* 

4" 1 I 



00 



- 'X ©ilt'^ + ^) <'. + ('' - ^) <^i-J ^'"'^'f' 



■A 
1 
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Si Ton veut poser encore 






(07) ' 

la formule (96) prend une forme encore plus simple et devient 



00 QO 



(98) D: =-~JG^ (^ 0; a;"" + 2;,®i ^i"' cosA^ -«2:^01 SI"'' sin/i^) 



— X 



On calcule directement la valeur de D'^,, et Ton trouve, au moyen du théorème 
(le Cauchy, 

(99) Df = — - JG'eUos 24- + 7 J(i'e' (©', costj/ + ©', cos3i|.). 

qui se réduit sensiblement à son premier terme. 
(e). Calcul de Yf„. — Il s'agit de développer la fonction 

(100) — J'cos'2m'[H — Kcos(f/' — 'I)] % 
ou encore 



s 



(.0,) |£rG'(.-Hx'- + ;^)(.-ex'c- ■'') '(.-pc-*') '• 

Or on peut décomposer cette expression en deux autres : 

(,02) 6|j,ç,,^^_^^^-Ay^*^^_^^'^y^ (rep3,,i,)^ 

et 

(.o3) |ij.G»(x--h^) (i-9x'c~^') '.('-p'^*') ' {^'partie). 

On voit que l'expression (loa) est analogue à celle qui nous a donné D,.., et Tex 
pression (io3) est analogue à celle qui nous a donné D^.. 
Posons 



c 



(.04) (.-^^c-^y(.-i/y=2,0:-'" 



— « 



36. 



284 CALCUL DES TERMES DE LA FONCTION PERTURBATRICE. 

la partie de D^ qui viendra de l'expression (102) sera 



00 



(»o5) ^, PG' [2^ h &l [d\"cosh^-iar sinA.|,)] 



et celle qui viendra de Texpression (io3y sera 



00 
3i 



I I 

en posant 

' r=(/'+4)c+(''--4)^i"-i' 

"□r=(A+4)<xi:::+(A-4).i'::!; 

par conséquent la formule de DZ sera 



00 » 



(108) D;;;=ilj'G'' 

" 32/1' 






ao oc 



— / (^2] A©: <^ sin/it|; 4- 2 ®ï LD^ s'"''^ 



■A " " "— "A 

I I 



Cette formule ne peut pas servir à calculer D'^,, mais on peut déterminer directe- 
ment cette dernière quantité en se servant du théorème de Cauchy; on trouve 
alors 

(109) D; = ^ J»G» I 0; H- ©; cos4^ — e'©". cosij^ — ^ (©; cos3+ + &\ cos5 v].)!, 

qui se réduit sensiblement aux premiers termes. 

Nous avons ainsi tous les éléments nécessaires au calcul de D;,', c'est-à-dire au 

calcul des coefficients du développement de - pour une valeur particulière de T. 

Il suffit de comparer notre méthode avec celle de Cauchy pour voir que nous avons 
évité une opération des plus laborieuses, savoir la recherche des nombres désignés 
para et b dans les notes de l'illustre géomètre. Un autre avantage de la marche 
que nous suivons, c'est de conduire directement aux formules des coefficients de 
l'exponentielle jr"^y sans qu'on soit obligé de passer par la recherche des coeffi- 
cients de l'exponentielle x"^. 
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§ IV- — CALCUL DE Y'^,. 

15. Réduction du problème à d'autres plus simples. — La quantité Y;^, est le 
coefficient Aejr"^ dans le développement de la fonction 

, . , r/R , l rr's . rr' s ^ r=\ 

mais nous avons déjà trouvé 



QO 

krr's 






et 



00 



(ii2) h[n's-r*) = (K,-hr*) + S (A„,y"'+ A_„,y-) 



n' 

I 



Si donc nous posons 



00 






nous aurons pour toute valeur de /i', y compris n! = o, la formule 

/ .X v/ r ( ^»' (^0 — ^'^'l -^ E„/_i A, -+- E„.., A, -h . . . 

(114) ï^^=.c„, — J A -uF A -t- 

Nous sommes donc ramenés à la recherche de E„' ou au développement de - • 
14. Calcul de E„/ ou développement de -' — Le développement de cette fonc- 

r 

tion s'exécute comme le développement de -? car on a aussi, en vertu de la for- 
mule (76), 

(1 15) } — I Jcos 2 a' [H — Kcos (a' — ^)']' '^ 

-^ P cos» iu' [H — Kcos (li' — +)]" ' , 
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en négligeant les termes d'un ordre supérieur; donc en posant 



(.16) 



nous aurons 



ce 



[H — Kcos(«'-<j/)] 



{ J tos 2 m' [H — K cos { u' — 1|/)] 



j5 



if J'COS 2«' [H — KCOS (li' — <!-)] 






"n 

00 



oc 






— 00 
oc 



= 2 , Fv r"% 



oc 



("7) 



E„, = E^^-E:-^.E^ 



(a). Recherche de E'^,. — Si dans la valeur^ de ly. nous mettons 



©Jj au lieu de ©/. , 

G' au lieu de G, 
I au lieu de Ar, 



nous aurons précisément la formule demandée. Donc 



(..8) 



ou bien 



("9) 



QO 



e:. = ^g»2 /»01(o,«Va^ 



— h p i 



•A 

— 30 



X> 



K = i G' 2^ h&, ($f COSA4, - ia["> sin/i^) 



et 



(120) 



E'. = G'{0', — 0',e'cos<|<). 



(b). Recherche de E" — Si dans la formule de D*. nous mettons 



®l au lieu de ©;, 

G* au lieu de G*, 
3 au lieu de k^ 
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nous aurons précisément celle qui donne la valeur de EJ[, ; donc 

(...) e:, = _ i^, JG' [Je: Ai'vi^eiAf cW4-*2^0rsr sin/,^], 

1 I 

et aussi 

(1-22) E;; = — -^ JGH-)'; cosu']; 4- j JG'c' (©;' ros^l^ -j- &; ros3'];), 

qui se réduit sensiblement à son premier terme. 

(c). Recherche de E*;. — Si dans la formule de D"' nous mettons 

0;, au lion de 0;', 

(i*^, au lieu de (i*, 

5, au lieu d« ^, 

nous aurons précisément celle qui donne la valeur de YJ^-- donc 



'A 
I 



et 



/• 



(i24) E7 = ~PG^ r0;-j-0;cos4+ — e'07cos(|/— î' (0; cos3^4- 0f cos5']/)l , 

qui se réduit sensiblement aux deux premiers termes. 

On voit que le développement de -j n'exigera pas le calcid de quantités nou- 
velles autres que 0'"; on pourra donc le former rapidement aussitôt qu'on aura 
calculé tous les nombres nécessaires au développement de -• 

§ V. — CALCUL DE \'[ , 

15. Réduction du problème à d'autres plus simples. — La quantité que nous 
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cherchons est le coefficient de y"^ dans le développement de la fonction 

I.e développement de la parenthèse a été déjà effectué ; si donc nous posons 



jds 



oo 



(..6) *"-'f =F. + 2,(F»'r'"+F-"'/"). 



«' 
I 



nous aurons pour toute valeur de w', y compris ri = o, 

/ X ( ^r = f'o (B„/ — E„r) -f- Fj (B„r_i — E„/_i) -+- F, (B„/_, — E„/_,) -+-... 
( -+- F_, ( B„/^.i — E„/^.|) H-F_, (B„/^.i — E,/^5 ) -h . . . , 

et nous sommes ramenés à trouver la formule de F;,/. 
16. Calcul de F„.. — Nous avons trouvé (formule 48) 

h*i^ s = — ge' -+- gcosu' — h sinii', 

formule dans laquelle 

g=zk(Ma' .rcosw — N' a' .rsinw) , 
h = k (Na'f. rcosw — M'a' f. rsiii w) ; 

de là nous tirons, en regardant r comme une constante, 

(1:18) *n'^ = -^.e'H-^cosi.'-^sinu'. 

dv dç' dv dp 

Si donc nous posons 

l ^'= -^ = k l — Ma', rsînw-i- N'a', rcosw), 
]^ du ^ 

^'""^^ i dA 

(/i'= ^ = *{— Na'f'.rsînw— M'aT.rcosxi/), 

l'équation (ia8) devient 

ds 
(i3o) litr' — = — . ^'e' -i- g:' cos li ' — A'sinM', 

équation de même forme que Téquation (48), et qui par suite conduit aux mêmes 
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conclusions, savoir : 

(i3i) F,, = ^ or ^ + I -^ cr;-'' 

* ' •}.n ' 2/j ' 



et 



(i3a) Fo= — -ff'«. 






Ces deux formules unies à la formule (127) et à celles que donnent B^,,, E,,- suf- 
fisent pour le calcul de Y* . 



§ VI. — CALCUL DE Y*. 

17. Réduction du problème à d autres plus simples. — On sait qu'il s'agit de 
développer, suivant les puissances de^', la fonction 

(,33) ^^=«^lArr'cos(»v4.a^n)si,.K+cT'-n) (7. - ^,) • 

Si nous posons 

QO 

(,34) !^ Ar/-'co8 (w -H a - U) sin (xv' + u' — H) = G, 4- ^^ (G„,/" -h G_,,j '"), 

I 

nous aurons pour toute valeur de n', y compris w' = o, 

. ^. \ YJ]', = Go (B„/ — En/) -h Gi (B„'_, — E„/_i) -h Gi (B„/_, — E„'_,) -h . • • 
( H- G_t (B„/^i — E„/^.i ) -H G_i (B„/^.i — l^n'+t) -f- . . . , 

et nous sommes ramenés au calcul de G;,-. 

18. Recherche de G„'. — Le premier membre de l'équation (i34) peut se mettre 
sous la forme 

/- 

-^sinl.rcos [w -k- xs — II) [r'sin w'cos [zs' — H) -h z*' cos %v'.sin [u' — H)], 

ou bien 

( 1 36) — g" c' -h g" cos li ' — h" sin u', 

VIL 37 
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en posant 



Il 

o 



"= -^ siu Isiii (cy' — 1I)./tos {ti'-|- a — II), 



('^7) < /,''=_i'^.'/'sinIcos(CT'— n)./-cos(HM-CT — n) 

L'expression (i36) ayant la même foniie que le second membre de Téquation 
(48), nous en concluons 



Lff 



(i3S) G.,= ^-, 5;"'^^/_L^cr;"'^ 

et 

(139) C,=.-lg^^.\ 

Nous avons donc achevé de résoudre le problème du développement de toutes 
les fonctions nécessaires au calcul des diverses inégalités. 

On voit que tous ces développements exigent le calcid des transcendantes de 
Bessel, et les plus importants exigent en outre celui des transcendantes de Laplace. 
Dans un autre Mémoire nous avons ramené le calcul des transcendantes de Bessel 
aux nombres de Cauchy. Quant aux quantités 6, elles ont attiré l'attention d'un 
grand nombre de géomètres, et M. Le Verrier a préparé des formules faciles à 
mettre en nombre pour leur calcul direct, dans le tome II des Annales de robser- 
Katoire. Nous avons déjà dit qu'il existe des Tables américaines assez étendues de 
ces nombres, nous n'aurons donc rien à ajouter sur ce sujet au point de vue pra- , 
lique. Il ne sera pas sans intérêt, au point de vue théorique, de montrer la liaison 
de ces quantités avec les nombres de Cauchy : c'est ce que nous avons fait dans 
luie Note placée à la fin de notre Mémoire. 

§ VIL — CALCUL DU COEFFICIENT DE l'eXPONENTIELLE C^" "^ 7 QUAND ON 
CONNAIT POUR UNE SÉRIE DE VALEURS ï LE COEFFICIENT DE l'EXPONEN- 



TIELLE C 



»/T'4 



19. Réduction du problême à une quadrature, — Considérons, par exemple, 
la fonction 



A-R, 



et désiirnons par 



1 n', -« 
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le coefficient de l'exponentielle 

(„'T' — nT)i 



C 



dans le développement de cette fonction. En admettant que ï fut donné, nous 
avons trouvé le coefficient de 






dans le développement de la même fonction, et nous Tavons désigné par Y,,-. Il 
est clair que cette quantité est une fonction de T et que Ton a 

, , . \ ^ n' = ln',0 "f- 1„',_1 C -h- I«',-5^ 4- • . . -h 1«',~„ C -f- . . . 

\ -T- 1 «', 1 ^ -r 1 n', « ^- -I- ... -I- I „'^ n y~' • • • i 

nous pourrons tirer de là 

(141) Y„.,.„ = -î- f J-Y.../T, 

et nous sommes ramenés à'une quadrature pour laquelle nous ne connaissons pas 
la fonction située sous le signe 1 , mais une série de valeurs particulières de cette 
fonction. 

20. Méthodes diverses à employer pour le calcul de cette quadrature. — Les mélhodes 
que Ton peut employer pour calculer la formule (i40 sont foi t nombreuses. 

1^ Cauchy fait usage de la méthode des trapèzes pure et simple; nous pensons 
que ce mode de calcid à l'inconvénient de donner trop peu d'approximation, et 
d'exiger, par conséquent, un trop grand nombre de valeurs particulières de la 
fonction \„», 

1^ I^s méthodes connues de Simpson, de Poncelet, présenteraient plus d'avan- 
tages en général, mais leur degré d'approximation est limité. 

3'^ La formule de quadrature donnée par Laplace [Mécanique céleste^ Tome IV, 
page 207; Annales de iObsers^atoirey Tome P% page î3i) nous semble réunir des 
qualités plus avantageuses encore. Si nous divisons in en y parties égales à a, 
en posant 

/7a = 271, 

et si nous cherchons les valeurs particulières de Y„'C"^' pour les valeurs de T 
égales à 

o, a, 2a,..., [q — i)a, qct.-=.iT^^ 

37- 
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nous aurons, en désignant par 

ces valeurs particulières, et par A, ^^^\ A^*^ . . . , les différences successives 

^ X '^ ^ "' ^"^ ' ''^ "" ^ (^ ?o -4- ?i 4- ?. + . . . -H T,.i -^ l ^^) 

7 720 \ î-^ • / 7 160 \ »-• • / 



I 863 



-(A<" -a"')—.... 



76048 

I 

On voit que la première ligne du second membre représente la somme des tra- 
pèzes, et les termes suivants une série de corrections qui permettent, avec un 
nombre assez limité de valeurs particulières, d'atténuer Terreur due à la première 
évaluation. 

4*^ La meilleure marche à suivre, sans contredit, pour le calcul des diverses 
quantités 

^ n'yi ^ I n% t > • • • > 

c'est celle de M. Le Verrier; ce mode de calcul, sous la forme que lui a donnée 
Hoûel dans un récent Mémoire, est facile, et présente le précieux avantage d'uti- 
liser tous les calculs antérieurs, quand on reconnaît qu'il est nécessaire de faire 
usage d'un plus grand nombre de valeurs particulières. 

S VIII. — SIMPLIFICATION DES FORMULES QUI DONNENT A„, B;,', C„', F„^, G^, 

DANS LE CAS OU m' A UNE FAIBLE EXCENTRICITÉ. 

21 . Simplification de la formule de A,^. — Négligeons tous les termes qui ren- 
ferment & à une puissance supérieure à la première. Nous savons que généra- 
lement 



00 /''^\'' 






(»43) {hn),=^ .J^N.,,;,, n 



(*) Voir notre Mémoire sur les nombres de Cauchy, ou la Note placée à la fin du Mémoire 
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Dans les limites de Tapproximation à laquelle nous nous arrêtons, on a simplement 

(«44) (/,"),= N-,./.. -H ^N.„;,.. 

Cela poséy reprenons la valeur de A„, donnée par la formule 

(145) A„,= ^[(o,/i')„._, — (o,w')„.^.,]-|-/— ^ [(o, «'),.'_, -h (o,«')„'4.i] 

et remplaçons les transcendantes de Bessel par leurs valeurs tirées de la for- 
mule (144)9 nous aurons 

(•46) i \'- 

Mais en nous reportant aux tableaux triangulaires qui donnent les valeurs des 
nombres de Cauchy, nous voyons que A;,/ est insensible ou nul dans les limites 
de notre approximation pour toute valeur de n! qui surpasse a,, et Ton a 

Ao= — -g^e', 



(147) A.= f + i^ 



r __ 

2 'X 



. se' . he' 

formules dont le calcul est extrêmement facile, et qui peuvent servir à vérifier les 
calculs plus rigoureux exécutés à l'aide des formules exactes. 

22. Simplification de la formule de B„/. — Nous avons obtenu 

B„,= -LE.<îr+^E.^l"''+...; 

mais les formules qui donnent les nombres £ nous montrent que £3 est du second 
ordre par rapport à 17, et par suite par rapport à e ; donc 



B„/ = j^ E, J, 5 



ou bien 



(«48) B„,= 1 (i^y 3r)'[(o,«')„-_. - (o,n')„.+,]. 
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Mettons les nombres de Caiicliy à la place des transcendantes de Bessel, il viendra 



(•49) 



n \a c 



t \ 3 



^^1 (iN -„'+!, 0, IN-n'+l,0, o) 



dette formule donnera zeTO pour toute valeur de n' supérieure à Tunité, et Ton aura 



(.5o) 



^B„^E._E..-(1^) 



7,71 



' \ 3 



B.= (^) 3r/, 



formules dont le calcul n'offre aucune difficulté. 

23. Simplification de la formule de C,,/. — Nous avons trouvé 

mais en nous reportant aux formules de U„', V„s W;,, si nous négligeons les 
termes d'un ordre supérieur au premier, nous avons 



C„. -™ -gfj -Fo (T 







(,5.) 



;?^^[î^«( 






F,(C7 



(*•) . ^(i') 



4- / 



)] 



ol nous avons 



^-m'' ^'= &>)■"■•' 



.(«') 






(.52) 



a;-'^ + a'"'' 



-I — ^1 ^-"'+1, 0,0-1- N_„f_,^ 0, 



n'e' 



(^"-n'+l,0,l 



^2 +'^0" =N_„'^.,^o,o4-N_„'_î,o,o-f- 2N_„.,o,ol 



N.n..,O,0] 



^T'- ^JL"! = 2 [N_„^+i,0,0~ N_„,.,,o,0 + ^ (N_„.^,,o. , -~ N«n'-1,0,0] 



[(«') *^"') 



^v"^^ ^'») TV Tc 



On conclut facilement de là que C„' est nul, dans les limites de notre approxima- 
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tioii, pour toute valeur de ri supérieure à a, et que l'on a poiu' les aulres val(»urs 
de/i' 

ICo — o, 

2 f . Simphficaiion de laformule de P^. — La formule qui donne F„ est semblable 
à celle qui donne kn'\ par conséquent, les mêmes simplifications s'y appliquent. 
Pour toute valeur de n' supérieure à a, F,,' est insensible, et pour les autres 

25. Simplification de laformule de G^,». — On voit sans peine que G„/ est insen- 
sible aussi pour toute valeur de n' supérieure à 2, et que Ton a pour les autres 
valeurs de /i', 

e" h" 

(i55 G. -^ + /-, 

Toutes les formules que nous venons de donner serviront à faire rapidement le 
calcul des inégalités du premier ordre d'un astéroïde ou d'une comète, quand on 
se bornera a une première approximation relativement à l'excentricité de la planète 
perturbatrice. 

§ IX. — SIMPLIFICATION DE LA FORMULE DE \\' DANS LE CAS OU e' EST 

TRÈS-PETIT ET n' ASSEZ GRAND. 

26. Simplification dans le cas de e' très-petit. — D'après la formule (81), D,/ se 
compose de plusieurs parties D|, , D;,' , D'^; mais la seconde D;;. est déjà du secoud 
ordre par rapport à e': donc nous avons simplement ici 
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par suite 



3C 



^ r" V Li2ï i^ ^f\ ^-"*^ 



(i56) D,,= 4Gy he,(o,n%,_,c 



h 

— oc 



En introduisant les nombres de Cauchy, cette formule devient 



ao 



(,5;) D„, = iG2/'0A<^~*^*(N_„.+A,o,, + ^N_.,+»,.,.) 



— 00 



En vertu de tliéorèmes connus, la parenthèse est nulle pour toute valeur de h 
qui rend — n' -h h différent des trois nombres 



G, I, — i; 



il suffit donc de donner a h successivement les trois valeurs 



w', n'-j-i, n' — I 



et Ton obtient pour D,/ la formule suivante, où n^entrent plus que les transcen- 
dantes 6, 

(i58) D„.= AGc""'^'J0„'-h^-[(/i'-i)0„..,c^'-{/i'4-i)0„.+,c"^']j. 

Il convient de développer cette formule pour les applications, et Ton trouve 

(0„,cos/i'i|»-(-- cosn'^ cosij» [(«'— i) ©„/_, — (n'-t- i) ©„'+,] 1 

j -i-îsin/i',|<sin<j;[(n'-i)0^_, -H (n'-h !)©„,+,] 

(«59) D»' = { 

[QnfSinn'^-h- sin«';|;cos4' [(/i' — i) 0„'-.i — (n'-Hi) 0/»'4.i] 

i-/agI 

— - cos/i'^f/sîn^; [(/?'— i) 0„,_i-f- («'-m) 0„'4.i] 



ou encore 



A G 0„- cos n'ij- + î' [(«'— I ) 0„,_. cos (n '— I ) <|/ - («'-t- 1 ) 0,,+, C08 (/l'-H i)"!-] 
(i6o) D„.=/ 

'— lA-G 0„,8inn'<|-|-î'[(«'— i)0„._,shi(«'— 1)<|— («'+i)0„-+,8m(«'-|-i)<f.] 
27. Cas où n' est grand. — Ajoutons maintenant à l'hj^othèse précédente 
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que ri est assez considérable pour que -7 soit du même ordre que e', et nous 

allons pouvoir simplifier encore la formule (i58). 

Nous savons qu'on a généralement (voir les Notes de Cauchy) 



(.61) 



1.3.5. .. (2/1' — i) 9*' 



0n' = -nr T-^ I ' I 

2.4-0. . .2/1 J 



_^ r I Q» 1 



Si n' est considérable, cette expression conduit à la formule approchée 



(,62) 



^ _ 1.3.5. ..(2/f^-i) 0*' / i_ e» \ 

"' 2.4.6...2/Ï' ^ , __ Qj \ 4^*' ' — ®/ 



ou même a 



(.63) 

qui donne 



0„= 



1.3.5. ..2/î' — I Q" 
2 . 4 • 6 . . . 2 /i' ^1 01 



(.64) 






environ 



environ. 



Dans la formule (i 58) substituons ces deux dernières quantités, elle prendra la 
forme 

(.65) D„, = *Gc-"'*'J0„,H-^0.,[(n'-,)(.+ ^)ic'^'-K-h.)(.-^)^.c--^']j. 

Remplaçons dans cette dernière le premier ©;,/«< par sa valeur tirée de la for- 
mule (162), et le second par sa valeur tirée de la formule (i63); posons, 
pour abréger, 



(166) 

nous aurons en6n 



I fi 
^ = 9 ^ ' 



(.67) 



T^ , I .3.5. . .(2/î' l) ^ 

D„/ = h — -—r-cr r— ^ G - . 



0'»' - n' ^i 



x[-=^^(^-J)-?0-î)-4-^r^] 



C'est précisément la formule donnée par Cauchy dans la sixième des Notes 
annexées au Mémoire de M. Le Verrier. 

VII. 38 
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Pour les applications, il convient de lui donner une autre forme. Posons 

(i68) M=l-4-^., y = l-^. 

la parenthèse devient 

(169) ,__L^>-!!_-H^cos^^ 

Mais cette expression est le conmiencenient du développement de Texponentielle 

,/J^ -h {i 



ou 



(170) 



donc 






f^ . i.3.5....f7.//' — i) 0"' _„',^, a'-f-?/ 

[ U,,' = A 7-7, ;; U - ce ^ 

I 2.4.0...?./?' ^, (,1 

(171) ( 

I > .3.5. . . (2/î'— 1) 0"' ^^ av / . / 1 V . . / / . .T 

= ^ a.4.G..a./ ' ^;3^(^<--^[cos(^-»--|)+isu.(^-»'.j,)]. • 

§ X. — SLMPLIFICATION DE LA FORMULE DE E„, DANS LE CAS OU c' EST TRÈS-PETIT 

ET n ASSEZ GRAND. 

28. C(2S OU e' est très-'petit. — Nous négligerons dans ce cas les puissances 
de e' supérieures à la première ; par conséquent, E„/ se réduira à sa première 

partie E'„,. Mais on voit que cette quantité se déduit de !>, en changeant dans 

cette dernière 

h en I , 

(i en G', 

O en 0'; 

donc, si nous effectuons ces changements dans les formules (i58) et (160), nous 
aurons, pour le cas qui nous occupe, 

{17.) E„,=G'c--"'^'J0:,-Hî'[K_.)e:,_,c^'-(«'+.)0:...e-*']} 
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et 

( G' I (-r, vosn' •} -H ^ [(«' — i) B;;,_, cos («' — i) «f - (n' 4- 1) (%^, cos («' + ')"!']!) 

('73) K„.= < *, ' ' > 

(-/G» J0>in«'} + î[(«'-.)0:,_, sir. {«'-.).|- («' + .)(-):.,, sinl^' + O^-Jl) 

29. Cas où n! est considérable. — De la formule connue 

on déduit, si n' est grand, 

, .X ^,, 3. 5... (2/»' -M) Q"' ( 3 0^' \ " . 
i;^) 0' = j^^ j-^ ( I -j- \ environ, 



ou même 



(170) (■)', = 7 ^^ — r environ. 

5.4. ..2/1 (,_0')' 

qui conduit aux relations approchées 

6', . = 6' -^— 7 = f 1 ^^ ^^'. 7 environ, 

0'.^ = 0' ^"'-^"^ = f I + -^"j 0' 9 environ. 
"+| "■ 2/?' -H2 \ an'; 

Substituons les valeurs (177) dans la formule (17^), nous en tirerons 

(,;8) F„, = G'c-"'^'J0'.-4-^^0:,[(n'-.)(.-^,)?-K+.)(.+^,)i]j-, 

remplaçons le premier 0'^, par sa valeur tirée de (175), et le second par sa valeur 
tirée de (176), il viendra enfin 

( 17g) E„/ = — ; — <■ , G'C I -h 7—7 -: H [c — - 

^ '^^ 2.4. ..2/î' (,__5,)l L 4«'i — 6' 2 \ Ç/ 

-tM]- 

38. 
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En posant 

(i8o) I , ^ 

j ^= îsin^(2M/î' — 3N), 



la formule (179) devient. 



E„/ = j^ -, — - — 3 G' c c^ 

2.4. . .2/1 , ^^y 

= n A nn' ^^^ [ COS (^— «' ^) -+- I SIU ( ^ — «' ^) ] . 

2.4. ..2/1 (,_ô.)^ 

On voit que les deux formules (171) et (181) sont débarrassées des transcen- 
dantes de Laplace et des transcendantes de Bessel, ce qui rend très-facile leur 
mise en nombre. 



Note sur les transcendantes de Bessel et les nombres N de Cauchy. 

1. Dans cette Note, je me propose de démontrer brièvement les propriétés 
des transcendantes {j^ n)p et celles des nombres N-p, /, ^ , dont la connaissance 
est nécessaire pour comprendre facilement les calculs du Mémoire précédent. 

2. Nombres de Cauchy. — En posant 

le nombre N de Cauchy est défini par l'intégrale 

(■) «.„,,,= ijr"x-'(.+iy(x-i)v,„ 

dans laquelle j et q sont des nombres entiers nuls ou positifs, et p un nombre 

entier qui peut être nul, positif ou négatif. Ces nombres ont plusieurs propriétés 

remarquables qui se démontrent facilement ; je vais énoncer les plus importantes. 

I® Le nombre Tf^p^j\q est égal à la partie constante du développement de 

x^P ('^ "*" i ) [^ ) ' suivant les puissances de x. 
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Eii effet, tout terme qui dans le développement renferme Texponentielle .r, 
donnera zéro par l'intégration. 

2° Le nombre N^pj,q est nul toutes les fois que la somme des indices " p-^ j -^q 
est négative ou impaire^ et il est égal à V unité quand cette somme est nulle. 

En effet, le développement du produit x~^(jt-i — j Ix ) donne un 

résultat de la forme 

xJ-^-p -h H, xJ-^'P-^ -f- H, xJ^f-f-^ 4- 

Il ne peut y avoir dans ce développement un terme indépendant de x qu'autant 
que 



k étant un nombre positif, et si 



j-hq — p = o. 



Le terme indépendant de ûc est Tunité. 

3° Si p change de signe^ N garde la même valeur numérique; mais il change de 
signe si j ^ p ou q est impair. 

En effet, nous avons identiquement 

-'(-+i)'(-iy=a)'a--)'a-')'<-''^ 

donc, en prenant les parties constantes des deux membres, 
D'ailleurs on a 

Le théorème est donc démontré. 

4° Si on connaît tous les nombres "^ relatifs à une certaine valeur de j\ on peut en 
déduire ceux qui se rapportent à une valeur de j immédiatement supérieure. 

En effet, on a identiquement 

- (x + i)' (x - !)• = X--. (x . ly- (x _ i)' + X-. (x + iy- (x - 1)'. 
donc, en prenant les parties constantes des deux membres, 

^-f,À7 = N-H-ï>>-»» 7 + ^-p-iyj-i, r 
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5" Si on connaît tous les nombres N relatifs à une certaine valeur de g, on peut 

en déduire ceux qui se rapportent à une valeur de q immédiatement supérieure. 
En effet, on a 

'-' (> + ;j (■' - i)' = --'■*■ (' + i)> - 1)'" - --'- {' + ;)' (- - T ■■ 

donc, en prenant les parties constantes des deux, membres. 

De CCS théorèmes oit déduit un moyen simple de former des tableaux donnant 
tous ces nombres. Cherchons d'abord tous ceux pour lesquels / = o. En voici te 
tableau. Chaque case vide correspond à un nombre N égal à zéro. 

Tableau des N_. „ „. 



j 


'/ 


- 9 




VALEURS DE i> 










^ 8 


-7 


- fi 


- 5 


- i 


- 3 


-■' 


-■ 


- 


■ 


■^ 


3 


i 


5 


r. 


; 


8 


n 


« 






















■ 






















-^ 


— 


— 


— 


— 


— 


— 


— 


— 


3 


— 


- ! 


— 


— 


— 


— 


— 


— 


— 


— 














' 




- 4 
i3 


— lù 


6 


— 


- 4 
i-'i 


- 5 


- 


— 


— 


— 







— 










~ 


— 


- fi 


S 






















7 




— 




ïi 




-3Î 




a. 




- 7 




i ' 




■ 




- a 




98 


—56 




70 




-M 




-Â 




- a 




' 




1 » 






9 




-if. 




84 




-l:lG 




l'jti 




-84 




36 




- 9 




' 



Pour former ce tableau : 

1" J'observe que N(,_o „ = 1. 

2° Si à partir de ce nombre je marche en diagonale vers la droite, je rencontre 
une série de cases qui correspondent à une somme d'indices égale à zéro, j'y 
place l'unité. 
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3" En partant de nouveau de la case (u, o, o), j'avance eu diagonale vers la 
gauche, je dois placer alternativeineut — i et -t- 1 dans chaque case en vertu de 
la seconde propriété des nombres N. 

4° Enfin, en vertu de la dernière propriété, chacun des nombres st> forme en 
retranchant de celui qui est immédiatement à gauche et au-dessus, celui qui est 
immédiatement à droite et au-dessus. 

On voit que chacune des lignes horizontales de ce tableau reproduit la série 
des coefficients binomiaux. 

Cherchons maintenant la série des nombres N pour lesquels / = i . 
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Ce tableau se forme suivant les mêmes règles que le précédent. On commence 
par remplir les cases correspondantes à une somme d'indices égale à zéro; les 
autres se remplissent alors à vue. On pouiTait continuer la série de ces tableaux. 

3. Transcendantes de Bessel généralisées. — La transcendante de Bessel est le 
coefficient de x'' dans le développement de 



J(-i) 
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suivant les puissances de Texponentielle x = c^. Elle a pour formule 



— C x-^c'^ \ ^^ du. 



Posons plus généralement 

Cette transcendante se confondra avec celle de Bessel si / = o. Ce qu'il y a de 
remarquable, c'est que cette transcendante est liée aux nombres de Cauchy par 
luie relation simple, qui en fait connaître immédiatement toutes les propriétés. 
En effet, posons 



- . /ne 

ne f I \ 00 ( — 

^a I . 2 ... 17 \ X 



/ / M'' 



iq 1.2. . .q 
o 



nous aurons 



oc ill\ 



</' «)" = 2, 7^ • T. x"^'" (^ + ^y (^ - î)' ''"• 



u 



ou bien 



o 



Cette série donne, avec la même facilité, les transcendantes de Bessel et les 
transcendantes plus compliquées que nous proposons d'introduire dans le méca- 
nisme céleste. 

De cette formule découlent plusieurs propriétés, dont nous avons fait usage 
dans le Mémoire précédent : 

I® Si p change de signe ^ (y\ n)p garde la même valeur numérique; mais il change 
de signe si j -^ p est impair. 

7? Sin change désigne, (y, n)p garde la même valeur numérique; mais il change 
de signe si j •-- p est impair. 

3** Si p et n changent de signes, (y, n)p ne change pas. 

4*^ La transcendante (y , n)p peut se calculer au moyen des transcendantes (/ — i , n)p 
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par la formule 

C'est une conséquence immédiate de la quatrième propriété des nombres N. 
5"* On a entre (i, n)p et (o, n)p la relation 

On démontre cette propriété au moyen de l'intégration par parties appliquée 
à l'intégrale qui définit la transcendante. 

6® Une transcendante de Bessel peut se calculer au moyen des précédentes par la 
formule 

(o, /i)^^, = -jf— (o, u)p — (o, /l)^.,. 

En effet, la quatrième propriété donne 



la cinquième donne 



donc 



2 






(o, /l)p= (o, «)p_, -h (o, W)^,. C. Q. F. D, 



4. Liaison des transcendantes de Laplace aux nombres de Cauchy. — La trans- 
cendante 6|''^ de Laplace est le coefficient de cos pu dans le développement de la 

fonction 

(i -h a* — 2a cosli)~^ 

ou le double du coefficient de Texponentielle c'"'' = x^ dans le même développe- 
ment. Donc 

-è^'^ = — / j^f II -h OL^ — 2a cos u)'' du. 

Dans cette expression mettons (i h- a*) en facteur, introduisons les exponentielles 
VIL 39 
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imaginaires à la place des lignes trigonométriqiies, nous aurons 

J*:"=i-"')--^X'V.[,-^(,^i)]-v,. 

dévelop{K)ns suivant la formule du binôme la parenthèse, nous obtiendrons 



•2 ' 






o 



en posant avec Cauchv 

s [S -h l\ . . ,\S -\-J I 



[•']; = 



I 2 . . . / 



Telle est la relation qui lie les N aux A)'' . On démontrerait facilement plusieurs 

propriétés connues de la transcendante de Laplace au moyen des propriétés des 
nombres de Caucliy. 
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MOUVEMENT DE ROTATION DE LA LUNETTE MÉRIDIENNE; 



Par A.-J. YVON VILL ARCEAU. 



THÉORIE. 

Si les tourillons de la Lunette étaient des solides de révolution autour d'un axe 
commun, Taxe optique décrirait une surface conique ou un hyperboloïde de 
révolution autour de cet axe commun : du moins, il en serait ainsi, s'il ne se pro- 
duisait de légères flexions (*), dont on compte éliminer l'effet en combinant les 
observations faites dans les deux positions de l'instrument. Les tourillons et leurs 
coussinets, ou les tourillons seulement, étant supposés affectés de certaines irré- 
gularités de figure, la surface décrite par l'axe optique cessera d'être exactement 
conique ou d'appartenir à l'hyperboloïde de révolution ; et les écarts qu'elle pré- 
sentera par rapport à ces dernières surfaces produiront, dans les observations, des 
erreurs qu'il s'agit de déterminer. 

Pour ne laisser aucune obscurité sur cette matière, nous reprendrons brièvement 
la théorie de la Lunette méridienne, en y introduisant les éléments relatifs aux 
conditions particulières que nous nous proposons d'étudier. 

*^ étant l'ascension droite d'une étoile observée, non affectée de l'aberration 
diurne; 

^ sa distance au pôle nord ; 

L la latitude de l'observatoire ; 

x = o*,o2o6 cosL, la constante de l'aberration diurne en ascension droite, pour 
ce même lieu ; 

t l'heure observée du passage de l'étoile à un fil défini, réel ou idéal; 



(*) Dans un autre Mémoire*, nous indiquerons les moyens de déterminer à la fois Teffet de ces 
flexions et de l'irrégularité de forme des tourillons. 

39. 
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&tla. correction à appliquer au temps /, pour tenir compte de ce que Taxe optique 
correspondant au fil considéré ne décrit pas exactement le méridien ; 

Cp la correction de la pendule : 
on a d'abord 

(i) .1. ih -^ = f 4- C, -I- ât Pass. j '"f- 

' sinSL' ^ I mf. 

Soient actuellement {Jig. i et a, PL VII,) P le lieu du pôle sur la sphère, 
C le point où une parallèle à Taxe optique menée par le centre de la sphère ren- 
contre sa surface du côté de l'objectif, et supposons actuellement ce point à l'Est 

du méridien : abaissons de C un arc CM = ^ perpendiculairement au méridien PM ; 
nous aurons 

(2) sîin|/ = zh sinÇ.sin i5cJ/, Pass. j . ^' 

équation d'où l'on tirera ^t quand i^ sera déterminé. 

Concevons maintenant une droite de direction quelconque, mais liée géomé- 
triquement à l'axe matériel de rotation de la Lunette. Nous particulariserons cette 
droite suivant les cas; pour l'instant désignons-la par la lettre A. 

Par le centre S d'une sphère nous mènerons {/ig- 3) les trois droites : 

SA parallèle à la droite A; 

SO parallèle à la ligne Est-Ouest (O désignant le côté Ouest); 

se parallèle à l'axe optique considéré (C étant le côté de l'objectif). 
Les trois plans passant par ces droites prises deux à deux, formeront le triangle 
sphérique COA. 

Si dans le plan CSO on mène SM perpendiculaire à SO, SM sera la trace du 
méridien; et, en vertu de la définition précédente de Tangle t|^, on aura 



tO = 90° -h ^. 
Soient 



CA = 9o'>-+-x, OA-7, 



Menons du point O un arc horizontal OH, et abaissons de A un arc AD = 6 p 

pendiculaire sur OH; soient OD = a, S l'angle dièdre AOD, h l'angle COH 
la hauteur du plan CSO au-dessus de l'horizon Sud. Cette hauteur h serait c 
de la Lunette, si elle avait un axe de rotation coïncidant avec SO ; l'angle / 
serait cependant pas tout à fait égal à la hauteur méridienne de l'étoile obser 
puisque l'observation a lieu en C hors du méridien ; mais la différence ne s 
qu'une quantité du second ordre de petitesse. (Théorie du Cercle mural.) 
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I/arc a -= OD est la déviation horizontale de la droite A vers le Sud ; Tare 

b = AD est rélévation du côté occidental de la même droite au-dessus de Tho- 
rizon. 

Ceci posé, le triangle sphérique COA, dans lequel on a COA = A — 6, fournit 
la relation 

(3) — siii;(= cos^sinycos(/i — Ô) — sih^ cosy. 
Si Ton pose 

(4) langy' = langy cos(A — 0), 
il vient exactement 

Tambiguïté de y' étant d^ailleurs indifférente. 

A l'aide des formules (4) et (5) on obtiendrait la valeur de ^ en fonctions des 
coordonnées angulaires Ô et y du point A, de la hauteur h et de la constante / 
supposée connue. 

Les coordonnées ô et y sont d'ailleurs liées aux quantités a et A par les relations 

^laiiga — tangycose, 
sino = sm ysiny, 

qui permettent de substituer à Téquation (4) la suivante : 

/ \ / , sîn 6 . , 

(7) langy= langtf cosAr H sm/i. 

A la solution exacte nous allons substituer une solution approchée : pour cela, 
nous supposerons que X^^l soient des quantités du premier ordre de petitesse ; 
il s'ensuivra que a et useront du même ordre. Suivant l'équation (4)» y' pourra 
être supposé du même ordre que y. En ne négligeant donc que des quantités du 
troisième ordre, on aura par l'équation (5) 

Au même degré d'approximation, l'équation (7) se réduit à 

y ' = rt ros h-\- b s\nh\ 

d'où finalement 

(8) (|^ = ;( -h a cosA -h 6 siiiA, 
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expression exacte, aux termes près, du troisième ordre. En vertu de la remarque 
présentée plus haut à Tégard de A, on voit que si Ton substitue à cet angle la hau- 
teur méridienne elle-même, le degré d'exactitude de la formule (8) n'en sera pas altéré. 
Enfin les équations (i) et (sè) donnent, aux termes près du troisième OFdre, 

(9) X = l-hC^zt -r^(\ — :<. 

^^' ^ smy? \i5 

Quand on supposera que la droite A se confond avec Taxe de rotation d'une 
Lunette dont les tourillons seraient exactement de révolution autour de cet axe, 
les formules (8) et (9) s'identifieront avec les formules connues. 

S'il s'agissait d'étudier les tourillons à l'aide d'un collimateur intérieur à l'axe 
de rotation, tel que celui réalisé par M. Airy à Greenwich, nous prendrions pour 
droite A la ligne qui joint le centre optique de ce colHmateur au centre de l'image 
lumineuse produite à son foyer. Cette même image étant observée à l'aide d'un 
collimateur extérieur; si l'on joint le centre optique de ce second collimateur avec 
l'image qui se produit à son foyer, on a une droite parallèle à la droite A, qui 
décrit autour du centre optique une surface conique : en sorte que, pour étudier le 
mouvement angulaire de la droite A, il suffit d'observer le déplacement de l'image 
produite au foyer du collimateur extérieur. La démonstration des formules qui se 
rattachent à Temploi de ce système est alors très-simple. Notons cependant que 
ce système peut présenter quelques inconvénients : il exige, en effet, que le colli- 
mateur extérieur et les coussinets de l'axe de l'instrument méridien ne subissent 
aucun déplacement relatif pendant la durée des opérations. Or il est à craindre 
que les piliers de l'instrument dont la base ne s'étend pas jusqu'aux piliers du 
collimateur, n'éprouvent des mouvements différents, que la dilatation des uns ne 
diffère de celle des autres. 

A l'Observatoire impérial de Paris, on a pris d'autres dispositions. Des appen- 
dices portant des points très-petits ont été ajustés solidement aux extrémités des 
tourillons de l'axe de la Lunette méridienne. I^ droite joignant ces points est 
celle que nous avons désignée par A , et les points qui la déterminent sont obser\'és 
au moyen de microscopes montés sur les coussinets eux-mêmes; en sorte que 
Ton n'a pas même à redouter l'effet d'une inégale dilatation dans les deux piliers. 
Nous allons présenter les formules qui se rapportent à cette disposition. 

Soit un système d'axes coordonnés X, Y, Z menés par le centre S de la sphère : 

X dans la direction australe du méridien, Y dirigé vers le zénith et Z vers TOuest. 

Désignons par £, yj, Ç les coordonnées du point oriental de la droite A; 
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, y?', Ç' les coordonnées de son point occidental ; R la distance linéaire de ces 
deux points, nous aurons 

^' — ^ ^== R cosfe cosa, 
l! — 1 = R cosi sinû, 
f! — r = R sin h \ 
d'où 

Considérons maintenant ç' — Ç et yj' — yj comme étant du premier ordre de peti- 
tesse par rapport à R, il s'ensuivra que Ç' — Ç ne diffère de :i: R que de quantités 
du second ordre. Posons, pour abréger, 

il viendra, aux termes près du troisième ordre, 



a = z;— ; zt 



b = 



R.sini'' Rsini" 

Avant de poursuivre, nous ferons remarquer que si la droite A tournait au- 
tour d'un axe fixe ou d'un axe assujetti à rester parallèle à lui-même, les diffé- 
rences X et jr des coordonnées de ses extrémités détermineraient un cercle. En 
effet, soient [a) et (6) le déplacement commun des extrémités parallèlement à 
X et Y, r et r' les rayons des cercles qui seraient décrits par les mêmes extré- 
mités, en projection sur le plan des o^, si le mouvement de translation n'existait 
pas, V l'angle de position des rayons parallèles ; on aurait 

^'= (a) -h /''cos V, y/— - (i) -+- /•'sin v, 
l = (a) -f- r cos V , y, =^ (h) -i- r sin v ; 

d'où 

.1 =:= (r' — r) cos V , > = ( r' — /•) sin v , 
et 

équation qui est celle d'un cercle. 

Revenons maintenant au cas qui nous occupe. Si nous supposons que les irré- 
gularités de forme des tourillons ne soient pas trop considérables, la figure con- 

struite au moyea des coordonnées x et ^ différera peu d'un cercle, à moins que 
ces coordonnées ne soient elles-mêmes très-petites. Prenons un point G {^g* 4) 
dans l'intérieur de la figure à peu près circulaire que fournissent les diffé- 
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rences x et j- ; et soient a et ^ les coordonnées de ce point G, p le rayon vec- 
teur GA et 9 Tangle de ce rayon vecteur avec Taxe des x, compté dans le sens 
de X à Y ; on aura 



X — a = cos (f , 

y — fJ = p sin n^ : 



(.o) 

si Ton pose 

(il) * — "G — ' ~ ' r — 5 — : 7/ ' 

^ ' Rsini "^ R sin 1 

les valeurs ci-dessus de rt et ô deviendront 

û = a -+- f , , cos Gp , 

R SID I ^ 

i = jS -h p .^ ,, sin (P ; 
R sin I ' ^ 

enfin, l'expression (8) de ^ deviendra elle-même 

(12) (^ = ;)^ -h g^^ cos (A — (f) + a COS A -h (5 sin //. 

Pour discuter cette expression, nous ferons remarquer que la figure décrite étant 
sensiblement circulaire, on peut choisir le point G de telle sorte que p varie très- 
peu : alors le mouvement angulaire de p différera peu du mouvement en hauteur 
de Taxe optique de la lunette ; par suite l'angle h — tf sera une quantité sensible- 
ment constante : le terme ^ . — ^^ n'éprouvera donc que des variations pro- 
portionnelles à celles de p ou très-petites. Considérons un instant p et A — y 
comme des constantes, il est visible que le centre du cercle était pris pour le 
point G, ce point G appartiendra à Taxe de rotation : a et ^ seront la déviatioi 
azimutale et Tinclinaison du même axe. Pour interpréter les deux premiei 
termes de la valeur de (J/, projetons le point A [fig* 5) en A| sur la directif 
de CG ; menons par le point G une parallèle GH' à GH : à cause de la petite? 

de la distance des points O et G, on aura sensiblement CGH' = A, et par si 
GA| = ^-r — ^cos(A — 9); attendu que, sur la sphère, l'arc GA a pour exp 

sion .y : on aura d'ailleurs, aux termes près des ordres supérieurs, 

(jÂ, = CA = 9o°^X. 
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par définition : il vient donc 



CG = 90"-+- y -h:=-i — ^cos (A — cp). % 

L'aperçu qui précède ne laisse pas voir le degré d'approximation du résultat 
obtenu ; nous allons y suppléer par une autre démonstration, et sans faire de 
restrictions relativement à la variabilité de p et h — cp. Joignons {/ig- 5) les 

points O et G, et soient g Tangle GOH, g = OG; nous aurons 



cos GG = cos OC cos 6 -+- sin OC sin c cos (h — g). 

D'un autre côté, on a {/ig. /j), en vertu des équations (i i) et aux termes près du 
troisième ordre, 

£ COS g = a ^ 6 sin g^ = |3 5 

substituant ces valeurs dans Téquation précédente où Ton négligera les termes 

du troisième ordre, il viendra, en vertu de OC = 90** -h ^j et de ce que GC dif- 
fère peu de 90**, 



— (GC — 90®) = — <f -f- a COS // H- /3 sin h : 

comparant cette relation avec Téquation (i 2), on en tire 



Si donc nous considérons la droite SG comme un axe fictif dont a et ]3 soient 
la déviation et Tinclinaison, et que nous observions que l'excès de la distance de 
Taxe optique C à l'axe G sur 90® est ce que Ton appelle la coUimation dans la 
théorie ordinaire de la Lunette méridienne, nous pourrons continuer de désigner 
par collimation l'ensemble des deux premiers termes de l'expression (12) : seule- 
ment, dans le cas actuel, cette collimation sera variable, à raison des variations 
de p et A — 9. 

De ce rapprochement avec la théorie ordinaire de la Lunette méridienne, nous 
pouvons conclure que, pour avoir égard à l'irrégularité de forme des tourillons, il 
suffit de considérer la collimation comme variable avec la hauteur de la lunette au- 
dessus de l'horizon, et d'avoir égard, dans la réduction des observations, aux consé- 
quences de cette variabilité. 

Dans ce qui précède, les coordonnées |, |', y5, yj' sont comptées de l'origine S.; 
mais, dans la pratique, ces coordonnées seront rapportées à des origines différentes. 
VIL 40 
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Si Ton vent que les mêmes lettres continuent de désigner les coordonnées mesu- 
rées, il faudra leur ajouter des constantes ; soient donc petqles difFérences des con- 
stantes relatives aux |, S' et aux r) et yî', on aura 

si Ton pose dès lors 

(i3) —p = p — a, —q = q — [:,^ 

(«4) x=?'-E, y = rf-r., 

il viendra 

jr — i = x—p, j — p=j — <7; 

d*où, en vertu des équations (lo), 

p sîn (f =j — q. 
Enfin, si Ton pose encore 

(16) P.R sin I " = p ros (// — (p) , 
il viendra, en vertu des précédentes relations, 

(17) P.Rsin i"= (jc — p) cos h •+- (j — q) sin //, 
et, d après Téquation (16), la valeur (1 2) de ^ prendra la forme 

(18) ^ = ^-h p -f-acos/i-hjSsîiiA. 

Il reste à déduire P, ou plutôt sa partie variable, des mesures des coordonnées 
I', I, yj', fi rapportées à des origines quelconques. Remarquons d'abord que les coor- 
données a et ^ du point G étant arbitraires, les quantités p et ^, qui n'en dif- 
fèrent que par des constantes, sont arbitraires au même titre que a et ^ . 

Supposant que les observations soient faites à diverses hauteurs h qui divisent 
exactement la circonférence, et que les observations s'étendent ainsi à la circon- 
férence entière, N étant d'ailleurs le nombre de ces observations ; nous déter- 
minerons petq par les conditions 

Jjes valeurs de P s'obtiendront alors par l'équation (17), 
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Prenons la moyenne P,„ de toutes les valeurs obtenues , ou soit 

(20) P„, = ^2P; 

nous pourrons poser 

, . ac = p-p„, 

après les explications qui ont été données sur la signification des deux premiers 
termes de la valeur (i a) de 4*; et il viendra, en vertu de l'équation (i8), 

(22) (^ =^ a ces A -h j5sin A -h c -f- Je, 

c désignant la coUimation moyenne, et ^c la correction à y appliquer. 

La détermination de ^c s'obtiendra à l'aide des formules (i 4)» ('9)? (17)» {^o) 
et (21). 

On y parviendrait également au moyen d'une opération graphique. 

Supposons construite la courbe dont les coordonnées sont x et jr^ et que 1 on 
marque la position du point [p^ q) - si l'on mène par ce même point une droite 
dans la direction A, et que l'on projette sur cette droite le rayon vecteur p joignant 
les points (p, q) et [Xj j) , la projection obtenue sera égale à la quantité PR sin T, 
équation (16). On peut donc suppléer au calcul de P par une construction très- 
simple. 

Présentons maintenant quelques remarques : 

I® Les coordonnées p ei q sont celles du centre de gravité du contour de la 
figure [Xj jr) : on se convaincra aisément que ces coordonnées ne varieront pas, 
lorsqu'on changera la situation des deux points qui terminent la droite A, en 
s'astreignant à déterminer un nombre suffisant de points de ce contour. 

Soient, en effet, A la distance du point déplacé, à sa place primitive, ty l'angle 
de à avec la direction de la lunette mesuré dans le sens de A; |< et >j| les nou- 
velles coordonnées, on aura, entre celles-ci et les anciennes, les relations 

$,= E-+- Acos(A-i-tj), 
y,, = y, -f- A sin (A -4- tj). 

Si donc on fait la somme de ces quantités étendue à toutes les observations que 
l'on suppose correspondre à un partage de la circonférence entière en parties 
égales, on aura 

2^, = 2c., 2y., = 2y;^ 

et les valeurs de ^ et de ç resteront les mêmes qu'auparavant. 

4o. 
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Les quantités a et p ou a et j3 qui ne dépendent, suivant les équations (i3), 

que de p et q et des constantes p et^, détermineront ainsi la direction d'un 
même axe fictif G, dont la situation, relativement à Taxe optique G, fait con- 
naître la coUimation. 

Il est donc démontré que le choix de la droite A n'a aucune influence sur la 
détermination de la déviation azimutale, de Tinclinaison et de la collimation. 

a*^ De ce que les coordonnées relatives p eiq des origines des coordonnées d'où 
se comptent les Ç, ^', yj et y]' ont disparu des équations qui servent au calcul 
de àc ^ il résulte que ces origines pourront sans inconvénient recevoir un dépla- 
cement entre une série de déterminations et une autre série. 

Détermination de rinclinaison, de la collimation et de la différence d'azimut de 

la Lunette méridienne et des collimateurs. 

L'hypothèse admise sur la figure irrégidiére des tourillons ne permet plus d'em- 
ployer le niveau pour mesurer l'inclinaison, ni le retournement pour déterminer 
la collimation. Il est nécessaire tout d'abord que la Lunette soit pourvue en son 
foyer d'un fil micrométrique mobile dans le sens parallèle à l'axe de rotation. 
Nous supposerons, pour fixer les idées, que la tête de vis du micromètre soit du 
côté de l'Est, ou l'origine û des tours à l'Ouest. Cette vis micrométrique aura 
permis de déterminer la position des fils horaires, et spécialement celle du fil réel 
ou fictif considéré jusqu'ici : nous désignerons par v la position de ce fil, c'est-à- 
dire le nombre de tours que l'on compte au micromètre quand le fil mobile est en 
coïncidence avec ce même fil. La valeur angulaire des tours de vis sera d'ailleurs 
désignée par k\ si la direction de la tête de vis était de sens contraire à celui que 
nous avons supposé, il suffirait de changer le signe de k dans les formules où entrera 
cette lettre. Il est encore nécessaire, pour l'intelligence de ce qui va suivre, de 
se rappeler que ^ est la quantité dont l'angle formé par la direction de l'Ouest et 
l'axe optique (côté de l'objectif) surpasse l'angle droit. La quantité de variant 
avec la hauteur /r, il en est de même de l'angle ^, équation (2i) : pour distinguer 
les valeurs particulières de ^ et (Je, nous les affecterons simultanément des indices 
o, I, 2 et 3, suivant que l'angle li sera respectivement égal à o, i, a, 3 droits. 

Nous dirons successivement quels sont les appareils accessoires au moyen des- 
quels on parvient à effectuer les déterminations que nous avons en vue. 

Pointé au Nadir, — L'emploi du bain de mercure pour l'observation du Nadir 
va nous fournir une solution facile. Soient [fig* 6) : G le centre optique de l'ob- 
jectif dirigé vers le Nadir, et, dans le plan focal, L le lieu où l'image du fil mobile 
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réfléchie par la surface du mercure coïncide avec le 61 lui-même ; la droite LC sera 
verticale. Soient : / la lecture correspondante du micromètre; V le lieu du fil qui, 
étant joint avec le centre optique de Tobjectif, détermine Taxe optique, et dont la 
position est p. Menons une horizontale EO, ou une perpendiculaire à LC; d'après 
ce que nous avons rappelé, Tangle vp, qui devient ici ij;,, est égal à Tangle LCV, 
et, bien que Taxe de la vis puisse n*étre pas exactement horizontal, on a, aux 
quantités près du troisième ordre, 

Mais l'équation (22) devient alors 

on a donc 

(23) ^=,k(w-^/)-i- c-hâcs, 

équation qui fera connaître j3 quand c sera déterminé. 

Emploi de deux collimateurs horizontaux. — L'un de ces collimateurs pourra 
avoir un très-long foyer, de manière à pouvoir être utilement employé comme 
mire méridienne; l'autre servira exclusivement à la détermination de la coUima- 
tion et sera, à cet effet, pourvu d'un fil mobile. On pointera d'abord le second 
collimateur sur le premier et l'on désignera par A la déviation azimutale commune 
des deux collimateurs, qui sera positive quand le côté austral de la ligne de colli- 
mation déviera du méridien vers l'Est. 

La lunette élant supposée pointée sur le collimateur du Sud, soient M [fig- 7 ) 
le lieu de l'image dans le plan focal, m la position de cette image; la ligne CM fera 
l'angle A avec la ligne méridienne MM'. Soit V le lieu du fil de position v et 
prolongeons les droites MM', CV, jusqu'à leur rencontre en U ; menons par le 
point U la ligne EO dans la direction Est-Ouest ou perpendiculairement à MM', 
l'angle CUM' sera précisément l'angle cp, qui deviendra ici ^q ; et, si l'on observe 
que l'angle en C, malgré le défaut d'orientation exacte de la tête de vis, a pour 
expression â: ( p — m), on aura 

A — «lo = A (*^ — ''')• 
D'un autre côté, suivant l'équation {22), on a 

d'où 

{24) A = a -h A (i' — /îi) -h|CH- Jco. 
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Supposons maintenant la lunette pointée {fig^ 8) sur le collimateur du Nord, et 
soient N le lieu de Timage dans le plan focal, n la position de cette image; la 
ligne CN fera l'angle A avec la ligne méridienne CC; soient encore V et v le 
lieu et la position du fil considéré, Tangle C'CV sera Tangle ij/^, car la droite VC 
fait, avec le côté O d'une ligne Est-Ouest EO , l'angle 90® + cpa ; d'autre part, 
l'angle NCV a pour mesure k{n — i'), malgré l'inexactitude de l'orientation de la 
vis micrométrique : il s'ensuit 

A -+- 'li = A [n — v)\ 

mais, suivant l'équation (aa), on a 

J's = — a -f-c-h Jcj^ 

il vient donc 

(aS) A= a -f- A (/i — v) — c — oc,. 

Des équations (2/1) et(25) on tire les valeurs suivantes : 

(26) c=h{ç-^--^^ — i(cîro-f-(îc,), 

(27) A — a = Ar (^^^) -h^(Jco — cîc,), 

dont la première fournit la collimation moyenne c du fil de position c. 

Désignant par t^o 1^ position d'un fil idéal dont la collimation serait nulle, on 
tirera de l'équation (26) 

(276/5) y^ = ^l^m^n) — -^ ^— . 

L'équation (aS) peut servir à donner l'inclinaison |3, puisque c est connu : on 
obtiendrait une autre valeur de jS en y substituant la valeur précédente de c ; ce 
qui donnerait 

(28) (3 = A- f '-îî^t^ -_ A + Jr, - - ($ro -+. cîc,). 

\ 7. I 2 

Il sera cependant préférable de s'en tenir généralement à l'équation (23), attendu 
que c et 1^ résulteront le plus souvent de nombreuses déterminations qui en fixe- 
ront plus exactement la valeur qu'une détermination isolée de m •+- /i. Par la même 
raison, il sera préférable encore de déterminer A— a au moyen de celle dés deux 
expressions (24) et (aS) qui répond à la mire méridienne, plutôt que d'employer 
la formule (27) : on évitera ainsi de pointer le second collimateur sur la mire 
chaque fois que l'on voudra obtenir A — a. 
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Connaissant A — a, j3 et c, ainsi que les valeurs particulières de c^c, on déter- 
minera a par la combinaison des passages supérieurs et inférieurs des circompo- 
laires, et la valeur de A s'ensuivra ; seulement il faudra substituer à l'expression 
ordinaire des ascensions droites en fonction des données de l'observation, la 
suivante que Ton obtient eii transportant la valeur (22) dans l'équation (9) 

lia) Jl» = f -f-Cp =b -Ajs (acosA-f-flsin/i-l- c — x-hcîc). Pass. I . f* 

Nous supprimons ici le diviseur i5 pour plus de simplicité; ce qui revient à sup- 
poser que a, j3, c et &c soient, comme x, exprimés en secondes de temps. 
L désignant toujours la latitude du lieu, si l'on pose, suivant l'usage, 

,^ . m =-l- asînL 4- ScosL, 

/i = — acosL 4- psinL, 

on transforme l'équation (29) en la formule suivante : 

(3i) Jle = / 4- C. -f- /// =t ^1 cot* ^''-ZlltlS. Pass. j '"P- 

Cette formule et l'équation (29) ne diffèrent des formules connues qu'en ce que 
c est accompagné de c^c. 

On voit, en résumé, que le procédé pour avoir égard à l'effet de l'irrégularité 
de figure des tourillons consiste à déterminer les valeurs de âc correspondantes 
aux diverses hauteurs A, puis celles de c, |3 et A — a, comme nous l'avons indiqué ; 
alors on fait usage, pour la réduction des observations, de la formule connue et 
modifiée seulement en ce que Ton y remplace c par c -h ^c. 

De la théorie que nous venons d'exposer, il semblerait résulter que la perfection 
du travail des tourillons d'une Lunette méridienne est à peu près indifférente 
s'ils jouissent d'ailleurs, ainsi que les coussinets, des propriétés physiques néces- 
saires pour conserver leur forme pendant un assez long espace de temps. De 
même qu'on a renoncé à exiger des artistes la construction de cercles exempts 
d'erreurs de division, ne pourrait-on pas accepter un instrument des passages dont 
les tourillons seraient à peu près cylindriques et suffisamment résistants, puisque 
les corrections relatives à leur irrégularité jouent ici le même rôle que celles des 
erreurs de division dans les cercles muraux? 

Cette conclusion n'est pas admissible dans la pratique ; car, à raison de la dila- 
tation de l'axe de rotation, il arrive que la tranche d'un tourillon qui, à un instant 
donné, est en contact avec une certaine tranche d'un coussinet, cesse bientôt de 
répondre à cette dernière, et le mode de rotation se trouve modifié si les coussinets 
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n'affectent pas une forme rigoureusement cylindrique. Or, la matière des coussi- 
nets est toujours moins dure que celle des tourillons ; au bout de quelques jours, 
si la température ne varie pas trop, les coussinets prennent une forme qui est, pour 
ainsi dire, Tempreinte des tourillons, et il est visible que si cette empreinte n*est pas 
cylindrique, une variation de position mutuelle produira un changement dans le 
mode de rotation. 

Il est donc de la plus grande importance que la figure des tourillons atteigne 
un degré de perfection qui ne laisse rien à désirer : heureusement quelques artistes, 
en très-petit nombre il est vrai, paraissent y avoir réussi. 

Description des appareils employés à V Observatoire impérial de Paris, dans la mesure 
des coordonnées de points situés aux extrémités de raxe de rotation. 

Les extrémités des tourillons ont été creusées sur une profondeur d'environ 
^ de millimètre, de manière à former une cavité cylindrique de 27 à 28 millimètres de 
diamètre. Dans cette cavité, on a ajusté à simple frottement un disque en laiton, 
au centre duquel est implanté un petit tube de verre présentant une saillie d'un 
peu moins de i centimètre. 

Vers le centre du tube, la matière du verre présente un vide qui, vu au microscope, 
a l'aspect d'une tache circulaire ou d'un point ayant un diamètre extrêmement faible. 

Le système du disque et du tube a été consolidé sur les tourillons au moyen 
d'une matière résineuse dite arcanson, que l'on a coulée à chaud sur tout le pour- 
tour du disque. 

D'autre part on a fixé, au moyen de quatre vis, sur les massifs de bronze qui 
servent de base aux coussinets fixes, deux supports formant la monture des micro- 
scopes à l'aide desquels on s'est proposé d'observer le déplacement des points. La 
dimension de ces microscopes, comprise entre le système objectif et le plan des fils 
du micromètre, est de 46 centimètres. Ces fils, au nombre de deux pour chaque 
microscope, sont rectangidaires ; ils sont l'un et l'autre portés sur un châssis spé- 
cial et sont rendus mobiles au moyen d'une vis micrométrique. Deux peignes éga- 
lement rectangulaires servent à lire les nombres entiers de tours de vis, tandis 
que les tambours des têtes de vis permettent d'apprécier les millièmes de tour. Les 
microscopes grossissent environ cent fois. 

I-es appareils que nous venons de décrire ont été construits par M. Brunner. 

Les têtes de vis ont été disposées de la manière suivante : 

,,. . ï 1 ( Tête de vis au Nord. 

Microscope occidental. . . ? _, , . ^. ,. 
'^ I Tête de vis au Nadir. 

,-. «il Tête de vis au Sud. 

Microscope orientai \ ^, . . ,,. . . 

'^ I Tele de vis au Zenith. 
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Voici les motifs de celte disposition : les images produites dans le plan des fils 
ctant renversées, leurs mouvements vers le Nord correspondent à des déplace- 
ments des points vers le Sud ; il en résulte que la vis Nord du microscope occi- 
dental peut mesurer les abscisses Ç' que Ton est convenu de considérer comme 
positives vers le Sud ; la vis nadirale du même microscope fournira de même 
les ordonnées 19' positives vers le zénith. Quant au microscope oriental, on a 
disposé à dessein les vis en sens contraire de celles du premier, afin de pouvoir 
changer en sommes les différences Ç' — Ç et >}' — ij, équations (i4) : ainsi ^ et rj 
désignant les coordonnées mesurées au microscope oriental avec les vis dirigées 
comme il vient d'être dit, les formules (i4) se changent en 

Ceci posé, disons maintenant comment on est parvenu à orienter les micro- 
scopes. Les tubes de ces appareils peuvent recevoir seulement deux mouvements, 
Tun parallèle à Taxe, l'autre autour de Taxe. Les objectifs n'ont pas de mou- 
vement de réglage, comme dans les microscopes des cercles muraux, en sorte 
qu'ils restent à une distance constante des fils micrométriques. Ayant donc mis les 
microscopes en présence des points à observer, on a commencé par régler leur 
distance en amenant les images des points dans le plan des fils. On a ensuite 
enlevé la Lunette, et l'on a établi dans le plan vertical, occupé antérieurement 
par l'un des petits points, un pendule formé par un fil d'araignée et une petite 
boule de cire : la situation de ce pendule a été déterminée par la condition que 
l'image du fil d'araignée se produisît dans le plan des fils du micromètre. Alors 
on a tourné le tube du microscope, de manière à amener le parallélisme de 
l'image du fil du pendule avec le fil micrométrique vertical ; ce parallélisme pou- 
vait d'ailleurs se traduire par une coïncidence, puisqu'on pouvait déplacer le fil 
micrométrique parallèlement à lui-même. La perpendicularité des deux fils micro- 
métriques ayant été obtenue par construction avec toute la précision désirable, 
nous devons considérer le mode de réglage qui vient d'être décrit comme très- 
suffisant pour l'objet que nous avons en vue. 

Valeurs des tours des vis micrométriques. ■— On s'est servi d'une petite plaque 
de verre divisée en dixièmes de millimètre, que l'on a substituée au pendule 
employé dans l'opération précédente ; les traits étant dirigés parallèlement à l'un 
des fils du micromètre, on pointait ce fil sur 7, 8 ou 9 traits consécutifs. La valeur 
de I tour en dixièmes de millimètre a été déduite de ces observations, en suivant 
le procédé indiqué. Tome XII des Observations de l'Observatoire impérial, pour la 
détermination de la valeur des parties des niveaux. 

Vil. 4i 
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Voici les résultats obtenus, que nous exprimerons en prenant pour unité la 
moyenne d des intervalles des divisions tracées sur la plaque de verre ou 
le -j^ de millimètre : 

Microscope. Vis horizontale. Vis verticale. Observ. 



1859. Nov. 4. Occidental... { \ "" '^^'1' l^ = o^44o3, 



YV 



1860. Mars 3o. Occidental . . 



l» = o^44o8, 
Oriental 1' = 0^44^5, i' = 0^4412, yv 

i' = o'*,44û7, Tn 

l• = o^4395, l^ = o^44o5 fl 

Oriental i' = 0^,44^1 > i* = o^,44i5, th 

On voit ainsi qu'à —^ près les quatre vis donnent la même valeur des tours; on 
peut remplacer les valeurs individuelles par leur moyenne, ce qui sera très-suffi- 
sant, ainsi qu'on en jugera plus loin. 

En prenant la moyenne des tours entre les valeurs relatives à un même micro- 
scope, on trouve : 

Microscope occidental. Microscope oriental. 

1859. Nov. 4. I^ = o^44o6, 1^ = 0^4418. 

1860. Mars 3o. I» = o^44o3, l^ = o^44I8. 

La parfaite conformité des nombres obtenus à ces deux époques montre que 
Ton avait réussi à régler exactement la position des microscopes. La faible ^diffé- 
rence des diverses valeurs obtenues dans chaque série montre à la fois la parfaite 
conformité des vis micrométriques et Tégalité des distances focales : un tel résultat 
ne pouvait être obtenu que par un artiste d'une grande habileté. 

En vertu de ce que nous avons dit plus haut, nous substituerons aux diverses 
valeurs précédentes la moyenne o**,44'- Or, on a trouvé, par une mesure directe 
de l'intervalle des petits points, i™,47a5, ou R = 147^5^ ; il s'ensuit que la valeur 
angulaire de i tour des vis est égal à 6", 1 74 ou o%4 1 1 7 : c'est le facteur par lequel 
les quantités o^ et ^ devront être multipliées pour être transformées en secondes 
de temps. 

Observations et réductions. — Les séries d'observations ont toujours embrassé 
une circonférence entière; elles ont été faites par deux observateurs, un à chaque 
microscope, qui ont travaillé sans discontinuité : dans les premières séries, on 
a fait varier la hauteur de la Lunette de 10** en 10®; dans les autres, on opérait 
de 5® en 5®. On a commencé par s'assurer que les valeurs de x et ^, relatives 
à une même hauteur, redevenaient les mêmes après qu'on avait Éait tourner la 
Lunette d'un ou plusieurs tours, et qu'on la ramenait à cette hauteur par des 
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mouvements dans un sens et dans le sens opposé. Cette épreuve a confirmé l'opinion 
que Ton avait de la parfaite stabilité de la Lunette sur ses coussinets. 

En outre, dans chaque série commencée à la hauteur zéro, après avoir achevé 
chaque quart de circonférence, on revenait au zéro, et on y faisait une nouvelle 
mesure des x et j, La concordance des résultats montrait que Ton pouvait 
compter sur la stabilité du système. 11 en a été ainsi lors des observations faites au 
commencement de novembre i SSq, où la température variait très-peu ; mais lors 
des observations de la fin de mars et du commencement d'avril 1860, les cinq 
valeurs des coordonnées obtenues pour la hauteur zéro, ont présenté une marche 
évidemment progressive : on en a alors déduit de petites corrections qui ont été 
appliquées aux mesures, afin de les ramener à la simultanéité. 

Pour simplifier, nous ne donnerons pas le détail des valeurs observées ^', |; 
13', >j, ni même leurs sommes x et y^ mais seulement ces mêmes sommes dimi- 
nuées de leurs valeurs moyennes p et ç, ou les quantités x — p, ^ — 9 de la 
formule (17). 

Pareillement, au lieu de présenter les valeurs de P déduites de cette formule (i 7), 
nous donnerons immédiatement les excès de P snr la valeur moyenne P,^, ou les 
valeurs de àc^ équation (ai). 

A Taide des quantités /?, q et P;„ que nous rapporterons, on reproduirait les 
quantités x^ y et P elles-mêmes. 

Voici d'abord les résultats obtenus en novembre i SSg, la Lunette étant dans la 
position inverse : 

Étude des tourillons de la Lunette méridienne. 
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Étude des tourillons de la Lunette méridienne. 
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—0,011 


—0,41. 


4-0,357 


+0,004 


—0,4a 


+0,376 


— o,oo5 


i5 


—0,517 


-hi,3i5 


—0,009 


— o,5i8 


+1,276 


—0,012 








—0,44 


4-0,346 


4-0,001 


20 








—0,639 


+1,255 


—0,012 


-0,48 


4-0,276 


— o,oo3 


-o,46 


-fo,276 


0,000 


25 


—0,697 


-f-1,195 


4-0,004 


—0,708 


+1,176 


—0,002 








— o,5o 


+o,236 


-0,007 


3o 








-0,819 


+ i,ii5 


— o,oo3 


— o,5f 


4-0,187 


0,000 


— o,5i 


4-o,2o6 


—0,001 


35 


-0,827 


-f-1,045 


4-0,024 


-0,898 


+i,o36 


0,000 








— o,5i 


4-0,146 


4-0,001 


40 








—0,979 


+0,955 


+0,001 


—0,55 


+0,107 


—0,002 


—0,53 


+0,116 


+o,oo3 


45 


-0,977 


4-0,885 


4-0, o3o 


-i,o58 


+0,866 


+0,002 








—0,54 


+0,066 


4-0,00! 


5o 








-1,149 


+0,785 


+o,oo3 


— o,56 


+0,016 


4-0,001 


—0,54 


+0,016 


4-0,001 


55 


-i,i57 


+0,675 


4-0,012 


-1,218 


40,686 


+0,001 








—0,53 


— o,o34 


-+-0,002 


6o 








— 1,259 


4-0, 565 


+0,001 


—0,55 


—0,093 


—0,002 


—0,55 


—0,094 


—0,008 


65 


— ï,îi97 


+0,435 


—0,006 


— i,3o8 


+0,446 


— o,oo3 








-0,53 


—0,1 34 


— o,oo3 


70 








— i,3o9 


4-0, 3o5 


—0,008 


-0,53 


— o,i83 


—0,002 


— o,5o 


—0,184 


—0,002 


75 


-i,3i7 


4o,i85 


—0,009 


-1,338 


+0,186 


— 0,010 








—0,49 


-0,214 


-+-0,002 


80 








-1,329 


4-0,075 


—0,008 


-0,48 


—0,264 


+o,oo3 


-0,47 


—0,264 


—0,002 


85 


-1,337 


— o,o55 


—0,014 


-1,348 


— o,o54 


—0,012 








—0,45 


—0,334 


—0,014 


90 








— >i349 


-0,195 


—0,022 


—0,42 


—0,373 


—0,010 


—0,43 


-0,374 


— o,oi5 


95 


-1,287 


—0,295 


—0,018 


-i,3i8 


-0,274 


—0,007 








—0,39 


—0,394 


—0,009 


100 








-1,^79 


— o,4o5 


— o,oi5 


— o,36 


-0,443 


—0,010 


-0,37 


—0,424 


—0,007 


io5 


— 1,257 


—0,535 


— 0,022 


— 1,258 


— o,5o4 


—0,009 








—0,33 


-0,454 


-0,007 


no 








— 1,209 


— o,6i5 


—0,009 


—0,29 


— o,5o4 


—0,010 


— o,3o 


—0,474 


— o,oo3 


ii5 


-f,i67 


—0,715 


— 0,007 


-i,i58 


-0,694 


+0,001 








—0,25 


— o,5o4 


—0,006 


120 








— 1,109 


—0,795 


— 0,007 


—0,21 


—0,523 


+0,001 


—0,21 


—0,544 


—0,012 


125 


-1,027 


—0,885 


0,000 


— 1,028 


—0,894 


—0,001 








—0,16 


—0,554 


— 0,010 


i3o 








—0,959 


-0,975 


4-0, oo3 


—0,12 


—0,543 


4-0, oo5 


—0,11 


—0,554 


-0,007 


i35 


—0,867 


— 1,045 


-ho,oo5 


-0,878 


-1,044 


+0,009 








—0,07 


—0,544 


4-0,001 


140 








-0,779 


— 1 ,io5 


+o,oi3 


—0,02 


—0,544 


4-0,006 


— o,o3 


—0,564 


—0,001 


145 


—0,687 


— 1,195 


4-0,007 


-0,688 


-i,i84 


-1-0,010 








4-0,02 


—0,574 


—0,004 


i5o 








-0,569 


— 1 , 225 


+0,008 


+0,06 


—0,553 


+0,007 


4-0,08 


—0,554 


—0,004 


i55 


—0,477 


— 1,275 


-|-o,oi3 


-0,478 


— î,294 


+0,011 








4-0,12 


— o,564 


— o,oo4 


160 








-0,359 


-1,345 


+0,007 


+o,i5 


—0,533 


+o,oi3 


+0,14 


—0,524 


4-0,011 


]65 


-0,237 


-1,355 


4-0,007 


—0,248 


-1,354 


-1-0, oi3 








+0,16 


— o,5i4 


4-0,020 


170 








—0,129 


— 1,375 


+0,012 


+0,25 


—0,494 


40,008 


4-0,20 


—0,494 


4-0,023 


175 


—0,007 


-1,395 


4-0,010 


-1-0,002 


—«,394 


+0,007 








-ho, 25 


-0,484 


+0,020 


180 








4-0,121 


-1,385 


+0,008 


+0,33 


—0,463 


+0,008 


+o,a9 


-0,444 


+0,019 


OLe. 


nombres qui figurent au-dessous des noms des observateurs sont les valeurs respectives de^, f et P^ . 


OOn 


a déplacé les points, par rapport aux tourillons, d'environ un demi-tour, afin d'éliminer Teffet d'une inégalité, dans 


le pourto 


ur des points, qui aurait pu, sous Tinfluenoe de Téclairage, produire un transport apparent du centre des images. 



OBSERVATIONS ET RÉDUCTIONS. 
Étude des tourillons de la Lunette Tnéridienne. 

POSITION INVEMB. -- Premirrt ùtuation des points. (Suile.) 



/ 1839. 


\) NOV. 5 tjour 




d NOV. 8 (jour). 


V NOV. 9(jour)(*). 


T NOV. 10 (jourl. 


LÉPISSIER BT TUIRION. 


WOIAIH ET THIBIOS. 


KOLM«^T„.«,0«. 


Foi_tis ET THimoh-. 


y^Ml 


s' 765 


-o'oS? 


i3,ao9 


8*745 


-o'.o58 


13', 000 


8,583 


-o*,44 


i3,o4o 


8'.554 


-oltSg 


h 


T- p 


:>■-'/ 


3r 


j- -/. 


^ - '/ 


Sr 


X~-,, 


} ~'l 


Sr 


^-P 


-y-, 


Jr 


iSo 








+o,iai 


-i',385 


+0,008 


+0' 33 


-«',463 


+o,o<i8 


+0,39 


-o',444 


+0*019 


i85 


-H«'ai3 


-i'355 


+0 


019 


+o,a5a 


.-1,374 


+0,004 








+0,33 


-0,414 


+0.0.9 
+o,oi5 


■90 










4-0,361 


-1,335 


+0,008 


+o,4a 


-«,373 


+0,001 


+0,37 


-o,37J 


igS 


-H), 453 


-i,a85 


+0 


014 


+ û,48a 


-i,a84 


+o,oo3 








+0,40 


-0,344 


+0.017 


aoo 










+0,591 


-i,a5S 


+0,006 


+0,48 


-o,3;4 


+o,ooa 


+0,44 


-o,3o, 


+o.oia 


3oS 


-H. ,683 


-i,i85 


+0 


00e 


+o,figa 


-1,194 


+ 0,008 








+0,46 


-o,a6: 


+o.oi3 












+o,7'Ji 


-i.iaS 


+0,007 


+o,5i. 




+o,oo3 


+o,48 




+0,010 


ai S 


+0,873 


-1,055 


+0 




+o,8qa 


-1,044 


+0,004 








+o,5a 


—0.17, 


+0.004 


aïo 










4-0,1)81 


-0,965 


+O.0O3 


+0,53 


-o,ii3 


+o,ooG 


+0,53 




+o,ooa 


mS 


+ 1,073 


-0.87S 





000 


+ i,oGa 


-0,884 


+0,010 








+0,53 


-o!^; 


+0,004 


alo 










+ i,i3i 


-0,775 


+o,oo5 


+«.56 


-o,o34 


+0,007 


+o,S4 


-o,ooj 


-0.003 


SÎ5 


+i,ai3 


-0,675 






+i,ara 


_o,684 


+o,ooa 








+0,54 


+0,046 


-0,004 


tlfi 










+ i,a7i 


_o,565 




+0,55 


+0,077 


+0,004 


+0,55 


+0,086 


-o,oo5 


aJ3 


+i,a83 


-o,45S 




w,i 


+i,3oi 


-o,4G4 


+o,oo5 








+0,55 


+o,ta6 


—0,004 


iSo 










+ 1,34' 


-0,355 


+o,oci6 


+0,53 


+0,167 


+0,004 


+0,54 


+o,i56 


+o,oo3 


i55 


+ 1,383 


-o,aa5 






+ i,38a 


-o,a44 


+0,008 








+o,5i 


+o,ïi6 




iGo 










+ ■,39' 


-o,ia5 


+0,010 


+0.49 


")-o.a46 


+0,010 


+o,5o 


+o,a56 




■Ai 


+1,383 


+o,oo5 


+0 


004 


+ ..39a 


+0,006 


+0,0116 








+0,48 


+0,376 


+0,009 


170 










î:'3^â 


+o,"5 


+0,011 


+0,45 


+0,357 


-o,oo3 


+0,47 


+o,3o6 


+o,oi3 


>75 


+1 ,333 


+o.a95 




016 


+o.a56 


+0.003 








+0,43 


+0.386 


-0,004 


- >8o 










+i;34i 


+0,355 


+0.010 


+0,40 


+0,437 




+".41 


+0.416 




38S 


+ i,a63 


+o,5o5 






+ i,a9a 


+0,476 


+0,006 








+0,37 


+0.436 


+o,'oo4 


ago 










+i,-i4i 


+0,595 


+o,ooa 


+o,3o 


+0,486 




+0,33 


+o,45G 


+0,009 


ï9i 


+i,i43 


+0,705 




007 




+i>,7a6 


-0,004 








+0,17 


+o,5o6 


-0.003 


Boo 










+ 1,141 


+o,835 


-0,004 


+o,ia 


+o,5a7 


+o,(mi 


+o,a3 


+o,5aG 




3o5 


+i,oa3 


+o,9o5 




007 


+i,o6a 


+o,9a6 


-o,oo3 








+0,19 


+..,536 


+0.003 


3)0 










+O.Q7I 


+0,995 


+0,00i 


+0,10 


+0,597 


—0,019 


+0,1 a 


+o,55G 


-o,oo5 


3i5 


+0,853 


-Hi,o65 




oo5 


+0,873 


+ 1,086 


-o,oo5 








+0,09 


+o,586 


~o,oo6 


lio 










+0,771 


+ 1.155 


-0,004 


+0,01 


+0,616 


— o,oi6 


+0,04 


+0,606 


-0,008 


Îa5 


+0,663 


+ ..i95 




00a 


+o,67a 


+ 1 ,aaG 


-o,oo5 










4-0,616 


-0,013 


33o 










+o,55i 


+ i,a75 


-0,009 




+0,617 


-o.oiB 


-0,08 


+o,Go6 


-0,014 


335 


+o,4a3 


+1.3I5 




oi3 


+o,4lJa 


+i,3a6 










->o,i3 


+o,586 




Z\o 










+o,3ii 


+ 1,375 


-0^015 


-0.17 


+0,567 




— o.iU 


+o,556 




345 


+o,ao3 


+1,375 




008 


+o,aia 


+ 1,396 


-0.007 










+0,556 


-o;oo4 


35o 










+o,oBi 


+ 1,4-5 




-o,a6 


+o,5o6 


+0,001 


—0,35 


+o,5a6 




355 


-0,0$; 


+ 1,385 


— 


oao 


-o,o58 


+ .,396 


— o|oi6 








-o,3o 


+0,486 


—0,001 


° 








-o,.59 


+ 1,395 


-"-'«- 


-0,34 


+<..4'i7 


+0,004 


-0.33 


+0,446 


+o,oo3 


OU" 




(•)0n 


> dépUcé les polnU, p*r rappori lui tourillon», d'environ un demi-tour, ■fin d'*limincr l'effel d'une inég»lilo. 


dâDl 1» p< 


aurtour dea pointa, qui aurail pu, soa* l'innuencc de réclairace, produire un tranapoH apparent du centre dei image*. 



3a6 ÉTUDE DU MOUVEMEM DE ROTATION DE LA LUNETTE MÉRIDIENNE. . 

Les trois premières valeurs de P,;, présentent un accord extrêmement remar- 
quable, ce qui prouve que les petits points ont absolument conservé leurs posi- 
tions. Les deux dernières ne présentent qu'une assez légère différence, o',oo5. 

Les discordances que Ton remarque dans les valeurs de dcj fournies par cha- 
cune des séries d'observations, paraissent tenir au défaut d'uniformité du contour 
des petits points : l'aspect des images variait avec la hauteur de la Lunette, et ces 
variations d'aspect ont paru plus considérables sous l'influence d'un éclairage 
artificiel qu'à la simple lumière du jour. 

Pour ces motifs, dans la combinaison que nous allons former, nous ferons 
abstraction de la série des observations du 4 novembre qui ont été faites pendant 
la nuit. 

A l'effet d'éliminer l'influence du mode d'éclairage indiquée ci-dessus, nous 
combinerons les observations faites dans deux positions opposées des petits points. 
Ainsi nous prendrons les moyennes des valeurs de âc correspondantes aux séries 
complètes des 8 et lo novembre : nous combinerions de la même manière les 
séries du 5 et du 9, si les hauteurs h des deux séries se correspondaient ; mais nous 
pouvons admettre que les valeurs vraies de ic doivent présenter une certaine con- 
tinuité, et que si les observations ne la manifestent pas complètement, cela doit 
principalement tenir aux erreurs dont elles sont affectées. De cette manière, et 
aux erreurs près des observations, nous pourrons prendre, relativement à A = 10**, 
série du 5 novembre, la moyenne des valeurs de ic correspondant à 5^ et 1 5^. 
Dans la série du 9 nous procéderons d'une manière analogue. Ayant ainsi com- 
plété ces deux séries, nous les combinerons par voie de simples moyennes. 

Les combinaisons des séries des 5 et 9 et des séries des 8 et 1 o novembre nous 
fourniront deux nouvelles séries d'où l'influence de l'éclairage des points aura été 
éliminée ; il sera possible alors de discuter l'accord des résultats partiels et d'en dé- 
duire un résultat général. Dans cette déduction, eu égard à ce que la série moyenne 
des 5 et 9 novembre repose sur un nombre d'observations moitié moindre que celle 
des 8 et 10, nous prendrons la moyenne en attribuant au nombre de la première 
un poids inoitié moindre qu'à ceux de l'autre série moyenne. 

Ces différents résultats sont consignés dans le tableau suivant. 
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Étude des tourillons de la Lunette méridienne. 



Position inverse; 1859. — Valeurs de oc. 



BAUTKCR 

delà 
Lunette. 



lfOYB!n(B 

des 

5 et 9 

novembre. 



O 
5 
10 
i5 
20 
a5 
3o 
35 
40 
45 
5o 
55 
60 
65 
70 

75 
80 
85 

90 
95 
100 
io5 
no 
ii5 
120 
ia5 
i3o 
i35 

i4o 
145 
i5o 
i55 
160 
i65 
170 
175 

180 



~o 
— o 
— o 
~o 
— o 
-4-0 
-ho 
-ho 
-ho 
-ho 

4-0 

-ho 
o 
— o 
— o 
— o 
— o 
— o 

— o 
— o 
— o 
— o 
— o 
— o 
— o 
-ho 
-ho 
-ho 
-ho 
-ho 
-ho 

+0 

-ho 
-ho 
-ho 
-ho 

-ho 



006 
004 
oo3 
004 
004 
001 

014 
on 

012 

oi5 
on 
006 
000 

004 
oo5 
004 
004 
009 

oi3 

014 
oi5 
016 
012 
oo5 
001 
oo3 
004 
oo5 
006 
007 
008 
on 
on 
009 
008 
009 

on 



MOTElfXE 


MOTIMNK 




MOIENNE 


MOYENNE 


MOYENNE 


des 

8 et 10 

novembre. 


générale 

eu égard 

aux poids. 


HAUTEUR 

delà 
Lunette. 


des 

5 et 9 

novembre. 


des 

8 et 10 

novembre. 


générale 
eu égard 
aux poids. 


—0,00a 


s 

— o,oo3 



180 


-ho, on 


s 

-ho,oi3 


-4-0,012 


—0,008 


-0,007 


i85 


-ho, 012 


-ho, 012 


4-0,012 


—0,008 


—0,006 


190 


-ho, 009 


4-0, on 


-ho, 010 


—0,006 


— o,oo5 


195 


-ho, 008 


4-0,010 


-ho, 009 


—0,006 


— o,oo5 


200 


-ho, 007 


-ho, 009 


-f 0,008 


—0,004 


—0,002 


205 


-ho,oo5 


-ho, 010 


4-0,008 


—0,002 


-ho,oo3 


210 


-ho, 006 


-ho, 008 


4-0,007 


OyOOO 


-1-0,004 


2l5 


-ho, 008 


-ho, 004 


4-0, oo5 


-ho, 00a 


-1-0, oo5 


220 


-ho, 006 


4-0, oo3 


4-0,004 


-ho, 002 


-Hî,oo6 


225 


-ho,oo3 


4-0,007 


4-0,006 


4-0,002 


-ho,oo5 


23o 


-ho,oo3 


4-0,001 


4-0,002 


-ho, 002 


-ho,oo3 


235 


-h0,002 


—0,001 


0,000 


— o,oo3 


—0,002 


240 


-ho,oo3 


— o,oo3 


—0,001 


— o,oo3 


— o,oo3 


245 


-ho,oo4 


0,000 


4-0,001 


— o,oo5 


— o,oo5 


25o 


-ho,oo3 


4-0,004 


4-0,004 


—0,004 


— 0,004 


255 


4-o,oo3 


-ho, 004 


-ho, 004 


— o,oo5 


— o,oo5 


260 


-ho,oo5 


4-0,004 


4-0,004 


— o,oi3 


—0,012 


265 


-ho, 004 


4-0,007 


4-0,006 


—0,018 


—0,016 


270 


—0,004 


4-0,012 ' 


4-0,007 


—0,008 


—0,010 


275 


—0,010 


—0,001 


—0,004 


—0,01 1 


—0,012 


280 


—0,008 


4-0,004 


0,000 


—0,008 


— o,on 


285 


—0,006 


4-0, oo5 


-ho, 001 


—0,006 


—0,008 


290 


— o,oo5 


4-0, oo5 


4-0,002 


— o,oo3 


—0,004 


295 


—0,004 


— o,oo3 


— o,oo3 


—0,009 


—0,006 


3oo 


— o,oo3 


— o,oo3 


— o,oo3 


— o,oo5 


—0,002 


3o5 


—0,008 


0,000 


— o,oo3 


—0,002 


0,000 


3io 


—0,012 


—0,002 


— o,oo5 


-ho,oo5 


-ho,oo5 


3i5 


— o,on 


— o,oo5 


—0,007 


-j-0,006 


-ho, 006 


320 


—0,009 


—0,006 


—0,007 


-ho,oo3 


-ho, 004 


325 


—0,010 


—0,009 


—0,009 


-ho, 002 


-ho, 004 


33o 


—0,012 


— o,on 


— o,on 


-ho,oo3 


-ho, 006 


335 


— o,on 


— 0,006 


—0,008 


-1-0,009 


-ho, 010 


340 


—0,006 


—0,008 


— 0,007 


-ho, 016 


-ho, 014 


345 


—0,004 


—0,006 


— o,oo5 


-ho, 017 


-ho, 014 


35o 


—0,006 


—0,006 


—0,006 


-ho, 014 


-ho, 012 


355 


—0,008 


—0,008 


—0,008 


-ho,oi3 


-ho, 012 





—0,006 


—0,002 


— o,oo3 
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En examinant les nombres de ce tableau, on constate que les valeurs de c^c, 
comprises dans les deux premières colonnes, s'accordent généralement : ce n'est 
que dans les intervalles compris entre 3o® et 5o®, puis 270** et '290^, que Ton 
trouve des discordances dépassant o*,oi ; ces intervalles ne comprennent que ^j de 
la circonférence. 

Malgré ces discordances, il parait évident que les tourillons présentent des irré- 
gularités sensibles dans les régions correspondantes aux hauteurs voisines de 95° 
et 180**; les âc atteignant dans le premier cas jusqu'à --o%oi6, et dans le 
deuxième -h o', 014. 

Passons maintenant aux observations faites en 1860. 

Ces observations ont été faites dans la position directe de l'instrument. Elles se 
composent de quatre séries complètes faites dans une première situation des points, 
du a8 au 3o mars, et de quatre autres séries, également complètes, faites du a au 
5 avril, dans une deuxième situation des mêmes points; cette deuxième situa- 
tion résultant d'une rotation de 180^ par rapport à la première. Les tableaux 
suivants, dressés comme ceux relatifs aux observations de 1859, ne nécessitent 
aucune nouvelle explication . 
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608 
655 
689 

753 

789 
818 

832 

a.5o 

863 

879 
864 

866 

839 

826 

804 

773 

7^9 
678 

638 

571 
536 



—0,455 



t 




8,1 


45 


X- 


-7 


t 
4-0, 


765 


4-0, 


845 


4-0, 


864 


-ho, 


875 


-ho, 


,893 


-ho, 


,882 


-H): 


9" 


4-0 


,901 


-ho 


,9>o 


4-0 


,892 


-ho 


,853 


4-0 


,833 


4-0 


.789 


4-0 


J52 


4h), 


,708 


-ho. 


648 


4-0 


6o5 


-l-o, 


534 


+0, 


,475 


-ho 


.413 


4-0 


,322 


4-0 


,245 


■+0, 


171 


-ho 


,09a 


4-0, 


,o3o 


— 0, 


040 


— 0, 


117 


— 0, 


,199 


— 


268 


— 0, 


348 


— 


,4^8 


— 0, 


.482 


— 


536 


— 


597 


— 0, 


,675 


— 


,733 


— 


,78a 



4-0,189 



dV 



— 0,006 

—0,01 

—0,01 

—0,01 

—0,006 

—0,009 

4-0,001 
— 0,006 
4-0,002 
-ho, 009 
-ho, 007 
4-0,014 
4-0,008 
-1-0,010 
-H>,oo8 
-4-0, oo3 
4-0,001 
4-0, oo5 

-f 0,008 
4-0,008 
4-0,002 
— o,oo3 
— 0,002 
— o,oo5 
4-0 , 004 
0,001 
,004 
o,oo3 
,002 
0,000 
0,001 
,002 
0,001 
0,000 
o,oo5 
,oo5 



-h 
-hO; 
— o 
-4-0 



4-0 : 



4-0, 



-o,oor 



^ AVRIL 4. 



TIIIRIO.N ET FOL AIN. 



10,010 



X — p 



4-0 
4-0 
4-0 

-ho 

4-0 

-ho 
— o 
— o 
— o 
— o 
— o 
— o 
— o 
— o 
— o 
— o 
— o 
— o 

— o 
— o 
— o 
— o 
— o 
— o 
— o 
— o 
— o 
— o 
— o 
— o 
— o 
— o 
— o 
— o 
— o 
— o 



429 

390 
348 

2 46 

166 
079 

001 

087 

l52 

218 

^79 

342 
418 

479 
539 
586 
643 

679 

720 

774 
814 

847 
85 1 

857 

860 

868 

875 

864 
841 
8i5 
788 
752 
706 
662 
6o3 
526 



— 0,466 



8,167 



7-7 



-ho, 763 
4-0,810 
4-0,839 
-ho, 877 
4-0,904 
4-0,910 
4-0,917 
-H>,9ii 
4-0,901 
4-0 , 888 
H-o, 858 
4-0, 83i 
4-0,811 
4-0,788 
-ho, 722 
4-0,676 
4-0, 632 
4-0,572 



0,499 
-1-0,410 

4-0,347 

4-0,263 

4-0 , 1 80 

-f o, 107 

-1-0,028 

—0,059 

— o, 116 

—0,209 

—0,266 

—0,349 
—0,409 
—0,475 

— 0,535 
—0,601 

--0,678 
-0,718 

—0,770 



-ho, 192 



Se 



— o,oi5 
oo3 
009 
000 
001 
00 5 
002 
oo5 
002 
004 
oo5 
007 
010 
020 
on 
oi5 
017 
018 

014 
004 
007 

004 
002 
002 
oo5 
007 
002 
00 3 
oo3 
002 
004 
004 
007 
007 
002 
001 



— o 
4-0 
o 
— o 
— o 
— o 
—o 
— o 

4-0 
4-0 
4-0 
4-0 

-ho 

+0 

-ho 

4-0 

-ho 

-ho 
-ho 

4-0 

-ho 
— o 
— o 
— o 
— o 
-hc» 
— o 
4-0 

4-0 

-ho 
-f-o 
-ho 

4-0 
4-0 

— o 



0,000 



E- AVRIL 5. 



TIIIRION ET FOLAIN 



9*966 



X — p 



.-1-0,429 
4-0,367 

-|-o,3oi 
4-0,224 
4-0,141 
4-0,071 
-1-0,007 
—0,066 
— o,i53 
—0,226 
—0,286 
—0,353 
—0,412 
—0,486 
— o,55i 
—0,606 
—0,656 
—0,700 

—0,746 
—0,783 
—0,809 
— o,836 
—0,839 
-0,843 
—0,866 
—0,873 
—0,862 
—0,846 
—0,829 
—0,816 

—0,779 
—0,739 

—0,692 

—0,639 

—0,590 

— 0,526 

—0,459 



t 


8.I8G 


.> 7 


t 


4-0,761 


-l-o. 


,808 


4-0 


,84i 


4-0 


.858 


-4-0 


,878 


4-0 


,888 


4-0 


,895 


-ho 


^899 


-fo 


.91Î* 


4-0 


,882 


-ho 


,852 


4-0 


,823 


-ho 


.807 


-H); 


767 


-fo, 


,707 


-ho 


,670 


4-0, 


6i3 


-ho, 


,571 


-H>, 


,484 


-4-0 


4^1 


-ho, 


334 


4-0 


,267 


+0, 


«9' 


4-0, 


111 


-ho, 


039 


-0, 


o48 


— 0, 


i38 


— 0, 


198 


— 0, 


261 


-0, 


333 


-0, 


407 


— 0, 


.463 


—0, 


544 


—0, 


594 


-o. 


,653 


— 


,706 


— 0, 


770 



-1-0,191 



•s 
0( 



— o,oi4 

— 0,012 

—0,009 

— 0,0I(» 

— o,oi-ji 

— 0,010 
— 0,004 

— o , 00 1 
H-o , 002 
—0,001 
4-0,001 
4-0 , 002 
4-0,012 
4-0,01 I 

4-0,007 

4-0,01 1 
-1-0,009 

4-0,018 

4-0,007 
4-0,009 

-ho, 001 
4-0,006 
-f-o , 00 1 
— o,o<i4 
-1-0,002 
—0,002 
— 0,006 
o , 002 
,001 
,007 
,oo3 
o , oo5 
0,000 
,001 
,001 
,001 



4-0 

4-0, 

-hO; 

4 

4-0 > 
-ho, 
-4-0 



- o , 002 



(») Les nombres qui figurent au-dessous des noms des observateurs sont les valeurs respectives de p, q et P^. 
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ÉTUDE DU MOUVESIEKT DE ROTATION DE LA LUNETTE MÉRIDIENNE. 
Etude des tourillons de la Lunette méridienne. 

POSITION nmECTK. — Secaitdi- .ùluiilion lies ixiittts. (Suite.) 



1860. 


C AVRIL 2. 


cJ AVRIL 3. 


7 AVRIL 4. 


r AVRU. 


- 


- "■ ■^-— 


■ - ^. 


^ — — - ^— - 


. .^.^-L 


OBSBRV . 


lÉPISSlER ET THIHION. 


T- VILLARCEAU BT FOLjUN. 


THIRIO-N ET FOUIN. 




(■) 


i<.'.f)i3 


s',. 49 


+0, igo 


.o',o,a 


8', 145 


+0*169 


,0,0,0 


8*.. 67 


-1-0,193 


9,966 


8,i8G 


h 


x-p 


.' - '/ 


,V 


^-p 


y-H 


3r 


x — li 


y-i 


^c 


x-p 


y-i 


iSo° 
■ 85 


-Im 


-o',776 


-o'ooS 


-o',455 


-0,781 


, 


-oU« 


—0,770 




-o',459 


, 


-0,373 


-0,796 


-0,008 


-0,389 


— o.SiC 


+o!ooi 


-0,394 


-o:8l6 






-0 373 




190 
195 


— o,3i3 


-0,863 




-o,3i3 


-o,S5o 


+0,004 


-o,3ai 


-o,846 






~o.3o6 


-o!84: 


^o,a46 
-0,146 


105 


-t-0,001 


-0,347 


-0,873 




^0,157 


-0,886 


-1-0 


oo5 


-0,246 


-0,87: 




—0.005 


—0,170 


—0,90a 


+o,oo5 


-0,164 


:ô;?S 






-o,i66 


-0,88 


ao5 


-0,073 


-o,9i3 


-o,oo5 


-0,090 


-o.gii 


-H>,oo3 


-o,o8i 






-0,089 


-0,89' 


310 

ai5 


-t-o,oi4 
+0,104 


-^Xà 


-o,oo5 


+0^066 


=o;l?? 


+0,008 


+0,075 


=::?Î5 


+0 


oo5 


-0,009 
4-0.074 


-o.gr 


335 


-1-0,171 


-0,935 


+o,oo5 


+ 0,140 


-0,8^5 


+o^oo5 


+o,i58 


—0,911 


— 


001 


+0,154 


-j-o,344 


-0,916 


+0,010 


+0,131 


-0,883 


+0,004 


+0 , a4 1 


—0,888 




oo3 


+0,33l 


—0,90 


23o 
a35 

340 

345 
3S0 

355 
a6o 
365 


i"'??? 


-0,899 


-H>,oi3 


+0,307 


-0,857 


+o,oo3 


-|-o,3o8 


-0,86a 




oo3 


+o,3oi 


~o;86 


-l-o,364 


-o,838 


+0,007 


+0,375 


-0,829 


+o,ooa 


+0,393 


-o,8a5 


— 


oo5 


+0,371 


-0,84 


-+0,447 


-o,79(> 




+0,444 


-0,783 




+o,45o 


-0,801 






+0,447 


-0,80 


-1-0, 5a7 
+0,547 


-0,756 




+o,5o9 


-o,758 


-1-0,004 


+0,537 


-0,761 


— 


001 


-1-0,524 


-0,76 


""'^9; 




+",577 


-0,697 


-ho, 001 


+0,587 


—0,717 


+0 


004 


+o,568 


—0,70 


-1-0, 63o 
+0,664 


-0,636 


—0,00a 


+o,636 


-0,647 




+0,643 


-0,657 


+0 




-1-0,614 


—0,66 


-o.Sga 


+o,ooa 


+o,70'i 


-0,579 


-0^003 


-1-0,711 


-0,597 




000 


+0,671 


-0,60 


+o,7i4 


-0,532 


+0,001 


+0,734 


-0,555 


-o,oo3 


+0,730 


-0,537 


+0 


oo3 


+ 0,720 


-0,54 


3^5 

360 
385 


+0,760 


-0,476 


+0,006 


+0,784 


-0,465 


+0,004 


+0,763 


-0,498 


+0 


oi3 


-1-0,791 


-o,4B 


+0,790 


-0,393 




+0,838 


-0,393 


-l-o,ooa 


+0,812 


-0,395 






+0,818 


—0,41 


+o,8ao 


-0,339 


-1-0,006 


+0,645 


-o,3io 


+0,010 


+0,823 


_o;3a6 





000 


+0,837 


-0,35 




— o,aG6 


-1-0,008 


-H), 856 


-0,353 


+o,oo3 


+0,849 


-0,374 


+0 


008 


-H», 854 


-0,37 


390 
395 
3oo 
3o5 
3io 
3i5 

330 

335 
33o 
335 
340 
345 
35o 
35S 




—0,183 


+0,004 


+0,867 


-0,194 


+0,008 


+0,859 




+0 




+0,878 




+0,877 




+0,009 


+0,88. 


-0,098 


+0,001 


+0,875 




+0 


007 


-1-0,891 




— o,oa5 




+o,B84 


-o,o3o 


+o,oo5 


+0,868 


-o,o4i 


+0 




+0,887 


-0,04 


+0,867 


+0,061 


-0,006 


+o,857 


+o,o3i 


+o,oo3 


+0,858 


-1-0, 04 [ 




003 


+0,857 


+o,o3 


-1-0,870 
-H.,864 


-1-0,1 38 


-0,003 


-(-o,863 


+0,134 


-1-0,001 


+0,841 


-!-o,ii8 




006 


+o,84i 


:K;S 


+o,ai4 




+0,843 


-H),3i8 


—0,007 


+0,834 


+0, 186 




007 


+o,83i 


+o,a6f 


+o,oo3 


+0,817 


+0,178 




+0,814 


+0,383 






+o,794 


-H>,a: 


+■0.793 

+0,747 


+o,33i 




+0,793 


+0,343 


-o^ao3 


+0,781 


-1-0,349 






+0,767 


+0,33 


-l-o,4a8 




+0.751 


+o,4i5 


-0.006 


+0,740 


+o,4i3 




oi3 


+0,734 


+0,40 


V'V^ 


+o,48i 


— o,oo5 


+0,701 


+0,483 




+0,704 


-HO, 483 




oi5 


+0.717 


-H>,S« 


+0,657 
+0,601 

-1-0,554 


+0,547 


~o,oi3 


+o,G53 


-H>,545 




+o,656 


-|-o,55o 




oi5 


+0,664 


-H>,S5 


+0,611 


-0,016 


+0,585 


+0,587 




+0,607 


+o,6o3 




014 


+0,614 


+o,6c 


+0,695 


-0,017 


+o,55o 


-(-0,645 




+o,5i3 


+0,654 




018 


-1-0,554 


-Hï,6€ 


+«,497 


+0,74' 


-o,oi3 


+0,493 


-1-0,708 


-o;oi3 


+o,463 


-N>,7O0 


-0 


037 


+o,484 


-H>,73 


" 


-1-0,436 


+0,789 


— o,oi5 

_ 


+0,441 


-1-0,765 


-0,006 


+o,4>9 


+0,763 


-o,oi5 


+0,439 


+o,î< 


(') Le» 


nombre, qui ii(;ureQ[ .u-de>iou» de. Dom> de. ot»«r»leiir. sont In ïdeum r«.pe«li,ei de /,, » et P.. 
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On pourra remarquer que, dans les quatre premières séries, les valeurs de P;„ 
n'ont varié que de o*, oo5 à o% 006 par rapport à leur valeur moyenne : dans les 
quatre autres séries, la quantité P,„ a conservé une valeur presque absolument 
constante. 

Nous formerons séparément les moyennes des valeurs de ùc fournies par les 
séries dans lesquelles les points ont conservé les mêmes situations par rapport aux 
tourillons; et nous prendrons pour résultat général en 1860 la moyenne des 
valeurs obtenues relativement aux deux situations distinctes des points. 

Le tableau suivant contient les trois svstèmes de valeurs de ùc ainsi déter- 
minées. 



334 ÉTUDE DU iMOUVEMENT DE ROTATION DE LA LUNETTE MÉRIDIENNE. 



Élude des iourillons de la Lunette méridienne 



râleurs de Se, — Position directe, — Mars -Avril 1860. 





PREMIÊRI 


DEIXIÉHE 






PREMIÈRE 


DEFXltaiE 






situation 


situation 






situation 


ftitaation 




iial'TF.i:r. 


des 


des 


1I0YE!«NF.. 


HArTEUR. 


des 


des 


MOYENNE . 




points. 


points. 






points. 


points. 




u 
O 


M 

— o,oi5 


— 0,012 


f 
— 0,014 




180 


4-0, oo5 


— 0,002 


• 
4-0,002 


5 


— o,oi5 


— 0,011 


— o,oi3 


i85 


4-0,002 


—0,004 


—0,001 


lO 


—0,006 


— 0,007 


—0,007 


190 


4-0,002 


— o,oot 


0,000 


i5 


— o,(»o4 


— 0,008 


—0,006 


195 


4-0 , oo3 


-|-o , 002 


4-0, oo3 


ao 


0,000 


— 0,008 


—0,004 


200 


4-0, oo5 


— 0,001 


4-0,002 


a5 


0,000 


— 0,008 


—0,004 


2o5 


4-0, oo3 


— 0,001 


4-0, OOl 


Su 


-f 0,004 


— 0,004 


0,000 


210 


4-0,006 


4-0,002 


4-0,004 


35 


-1-0,004 


— o,oo3 


0,000 


2l5 


—0,001 


—0,002 


—0,002 


4o 


-ho, 008 


-4-0,001 


4-0,005 


220 


—0,001 


4-0,002 


0,000 


45 


-1-0,002 


4-0, oo5 


4-0,004 


225 


4-0,002 


4-0,004 


4-0, oo3 


5o 


-1-0,002 


4-0, oo5 


4-0,004 


23o 


4-0, oo5 


4-0,004 


4-0, oo5 


55 


-ho,oo5 


4-0,008 


-fo,oo7 


235 


0,000 


4-0,003 


4-0,002 


6o 


-ho,oo5 


4-0,011 


4-0,008 


240 


—0,004 


4-0,001 


—0,002 


65 


-H>,0O2 


-1-0,012 


4-0,007 


245 


— o,oo5 


4-0,002 


—0,002 


70 


-+-0,007 


4-0,009 


4-0,008 


25o 


— o,oo5 


4-0,002 


—0,002 


75 


4-0,009 


-1-0,009 


4-0,009 


255 


—0,004 


4-0,002 


—0,001 


80 


-|-o,oo3 


4-0,009 


4-0,006 


260 


— o,oo3 


4-0,002 


0,000 


85 


-ho,oo5 


-1-0,011 


4-0,008 


265 


—0,004 


4-0,001 


—0,002 


9^^ 


4-0,002 


4-0,008 


4-0,005 


270 


— o,oo3 


4-0,008 


4-0 , 002 


95 


4-0,002 


4-0,007 


-hOtOo5 


275 


4-0,004 


4-0, oo3 


4-0,004 


100 


4-0,002 


4-0,004 


4-0, oo3 


280 


4-0,007 


4-0,007 


4-0,007 


io5 


—0,001 


4-0,002 


0,000 


285 


4-0,007 


4-0,006 


4-0,007 


1 10 


4-0,001 


— o,oo3 


—0,001 


290 


4-0,011 


4-0,006 


4-0,009 


ii5 


4-0,008 


—0,001 


4-0,004 


295 


4-0,007 


4-0, oo5 


4-0,006 


120 


-1-0, oo3 


0,000 


4-0,002 


3oo 


4-0, oo5 


4-0, oo3 


4-0,004 


125 


4-0, oo5 


—0,001 


4-0,002 


3o5 


— 0,001 


—0,001 


—0,001 


i3o 


4-0, oo5 


4-0,002 


4-0,004 


3io 


—0,001 


—0,001 


—0,001 


i35 


4-0,004 


—0,001 


4-0,002 


3i5 


— o,oo3 


— o,oo5 


—0,004 


140 


4-0,004 


4-0,002 


-1-0,004 


320 


—0,007 


—0,007 


—0,007 


145 


4-0, oo3 


4-0,004 


4-0,004 


325 


—0,010 


—0,007 


—0,009 


i5o 


+0,007 


4-0, OOÏ 


4-0,004 


33o 


— o,oi5 


—0,011 


— o,oi3 


i55 


4-0,004 


4-0, oo5 


4-0, oo5 


335 


— o,oi5 


—0,014 


— o,oi5 


160 


4-0, oo3 


4-0,002 


4-0, oo3 


340 


— o,oi5 


— 0,01 3 


—0,014 


i65 


0,000 


4-0,004 


4-0,002 


345 


-0,017 


— o,oi5 


— 0,016 


170 


4-0,001 


—0,001 


0,000 


35o 


—0,014 


— 0,018 


—0,016 


175 


4-0,003 


—0,001 


4-0,001 


355 


—0,011 


—0,018 


— o,oi5 


180 


■4-o,oo5 


— 0,002 


4-0,002 





— o,oi5 


— 0,012 


—0,014 
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Les deux séries obtenues dans les deux situations distinctes des points présen- 
tent, malgré cette circonstance, un accord vraiment satisfaisant, car une seule 
discordance s'élève à o*, oi ; mais cela tient au nombre des séries qui monte ici 
à quatre pour chaque situation des points. 

Les tourillons paraissent présenter des irrégularités sensibles dans les régions 
correspondantes aux hauteurs voisines de 75*^ et 345**, elles se traduisent f)ar des 
valeurs de &c qui atteignent -+- o*, 009 dans le premier cas et — o% o 1 6 dans le 
second. 

Comparaison des résultats obtenus dans les deux positions, directe et inverse, 
de la Lunette méridienne, — En toute rigueur, la comparaison des résultats corres- 
pondant aux deux positions de l'instrument serait contraire à la théorie sur 
laquelle repose leur détermination ; car on ne peut admettre que l'échange des 
su[>ports des tourilloTis n'aura aucune influence sur la rotation. Cependant une 
circonstance physique permet évidemment cette comparaison. La faible irrégu- 
larité des tourillons et le peu de différence de leurs diamètres ont pour résultat, 
au bout de quelques jours de service dans l'une des positions, de produire un 
usé des coussinets qui les moule pour ainsi dire à la forme des tourillons ; en sorte 
que chacun d'eux se trouve, relativement au coussinet sur lequel il vient d'être 
posé, à très-peu près dans les mêmes conditions que relativement au coussinet 
qui le portait avant le retournement de la Lunette. 

Ceci admis, la figure des tourillons aura seule de l'influence sur la rotation. Or, 
en conservant la lettre h pour désigner les hauteurs de la Lunette, position 
directe ; soit h' la hauteur, position inverse, pour laquelle les arêtes des tourillons 
en contact avec les coussinets seront les mêmes que pour la hauteur A, position 
directe : il est évident que l'on aura 

car en faisant décrire à la Lunette autour de la verticale une demi-circonférence, 
on ne change pas les arêtes de contact des tourillons, si les coussinets sont conve- 
nablement travaillés, et les deux hauteurs de la Lunette sont supplémentaires. 

D'un autre côté, on remarquera que, si l'irrégularité des tourillons dévie 
l'axe optique vers l'Est de la quantité <^c, position directe, la même cause produira 
un mouvement égal vers l'Ouest dans la position inverse. Donc les valeurs de c^c, 
relatives à une position de l'instrument, se déduiront du tableau construit pour 
l'autre position, en y prenant les valeurs de ic correspondant aux hauteurs sup- 
plémentaires de celles que l'on aura en vue, et changeant les signes. 

Nous avons trouvé, par exemple, qu'en iSSg, position inverse, les irrégularités 
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sensibles se manifestaient versgS*' et i8o°, et montaient respectivement à — o%oi6 
et -Ho%oi4; pour les comparer aux irrégularités observées en 1860, position 
directe, nous prendrons le supplément des hauteurs et nous changerons les 
signes des (Je, ce qui nous donnera 85** et 360** pour les hauteurs, et -4-0*, 016 
et — 0% 014 pour les amplitudes de (?c, en iSSg. Or nous avons trouvé en 1860, 
position directe, les hauteurs 75** et 345**, et les amplitudes respectives -|-o%oo9 
et — o%oi6. Les hauteurs présentent des différences de 10** et i5**, et les diffé- 
rences des amplitudes s'élèvent à — o%oo7 et — o%ooa. Malgré ces différences, 
on est conduit à admettre que, dans les régions ci-dessus, l'irrégularité des tou- 
rillons est réelle, et que si les discordances ne doivent pas être entièrement 
imputées aux observations, le siège des irrégularités se sera déplacé dans le même 
sens et à peu près de la même quantité, pour les deux régions où ces irrégularités 
sont le plus sensibles. 

Nous ramènerons les déterminations de 1 859 à la position directe, en appliquant 
la règle précédente. Faisant ensuite abstraction des petites différences entre les 
valeurs de èc obtenues en 1859 et 1860, comme si elles provenaient uniquement 
des erreurs des observations, ou bien que l'on voulût obtenir les valeurs de âc 
relatives à une époque intermédiaire, nous prendrons les moyennes entre les deux 
séries; ce qui nous fournira le résultat définitif relativement à la position directe. 
Enfin nous tirerons de ce résultat celui qui convient à la position inverse, en pre- 
nant les nombres correspondant aux hauteurs supplémentaires et changeant leurs 
signes. 

Le tableau suivant présente les divers systèmes de valeurs de ùc ainsi obtenues. 
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I^es nombres compris dans les deux colonnes intitulées moyennes sont les cor- 
rections à appliquer à la collimation moyenne c, pour réduire les passages obser\Ts 
de novembre iSSg à avril 1860. Il est clair que la première moitié seulement de 
ces nombres servira à cet usage. 

A Tinspection des chiffres du tableau précédent, on reconnaît que les correc- 
tions (f c, dans les deux positions de Tinstrument, sont très-faibles, aux environs 
des régions correspondant aux hauteurs 45*^ et iSo*' : cette circonstance est très- 
remarquable, en ce sens que c'est autour de ces positions, que l'instrument est le 
plus employé, la seconde correspondant à la direction du pôle. 

Divisant les valeurs de àc par le sinus de la distance polaire, et changeant les 
signes pour les passages inférieurs, nous obtiendrons les corrections ^t et (?^' à 
appliquer aux passages observés dans les positions directe et inverse de l'in- 
strument. 

On trouvera ces corrections dans le tableau suivant, et en outre les valeurs de 
la quantité \[dt — it'). 

Étude des tourillons de la Lunette méridienne. 

Correction à appliquer aux passages observés pour avoir égard à V irrégularité des tourillons. 
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Détermination de la coUimation par voie de retournement de la Lunette méridienne. 
— Nous serons obligés d'admettre ici, comme plus haut, que les coussinets sont 
sans influence pour modifier la rotation de la Lunette, ou que cette rotation ne 
dépend que de la figure des tourillons. 

Dans le cas où cette hypothèse sera admissible, soit sf^ la position du fil mobile 
du micromètre pour lequel la collimation moyenne c est nulle, on aura, suivant 
réquation (2^4)9 la mire étant supposée au Sud, 

(32) A = a -I- A (i^o — ^^) -H àcsi. 

Nous supposerons que cette équation se rapporte à la position directe. 

Lorsqu'on retournera la Lunette, la position Cq ^^ changera pas; mais le 
sens de la vis étant renversé, il faudra, pour appliquer la formule précédente, 
changer le signe A\ Désignons par Taccent ' les quantités relatives à la position 
inverse, nous aurons 

De la combinaison de cette équation avec la précédente on tire 



I $c\ — ^Cfl 



(33) ^,.= l(;„+^') + l 

On voit ainsi que la valeur de Vq^ déterminée sans avoir égard à l'irrégularité 
des tourillons, doit recevoir la correction 

(34) i^,=.--^^ 

En appliquant cette formule à la Lunette méridienne de l'Observatoire impé- 
rial, on aura, si l'on se rappelle que (fc© est la valeur de ic quand A = o, 

âc\ = — o*,oo3 et dco-= — o%oi3; 

la valeur de k étant d'ailleurs 2%87.. ., il s'ensuit 

A^i^o = -f- o%oo5, Ji^o = -f- o',ooi7. 



La valeur de la constante c est, comme on le sait, 

(35) c=±k(u,— i^). 



43 
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Les collimations employées devraient recevoir la correction ±. A(J(»oi ou 

± ()',o(>5 Pos. { . 

f inv. 

indépendamment des corrections âc. 

Ces corrections doivent réagir sur les autres constantes instrumentales. 

Les valeurs de âc étant de Tordre de grandeur de la constante de Taberration 
diurne, il serait convenable d'y avoir égard dans la réduction des observations. 
Pour cela, il serait nécessaire de déterminer tous les ans, par exemple, les valeurs 
de (f c, en employant, s'il est possible, des points de figure bien définie. Mais il est 
à craindre que ces corrections ne soient qu'ime faible fraction de celles que 
réclamerait la considération des flexions dites latérales^ sur lesquelles nous revien- 
drons dans un autre Mémoire. 
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DÉTERMINATION 



DE 



rORBITE DE LA PLANÈTE EUGÉNIE; 



Par m. m. LOEVY. 



La planète Eugénie a été découverte par M. Goldschmidt dans la nuit du 26 juin 
de Tannée 1857. Elle est la quarante-cinquième du groupe d'astéroïdes et compte 
déjà au nombre des faibles. Son éclat dans l'opposition moyenne, c'est-à-dire si 
elle se trouvait à sa distance moyenne a du Soleil et a — i de la Terre, serait celui 
d'une étoile de grandeur 10,8. La position australe de la planète d'une part, cette 
circonstance qu'elle na été trouvée qu'après l'opposition, et enfin les découvertes 
de Hestia, Âglaïa, Doris et Paies, qui se succédèrent coup sur coup, ont fait que 
les observations, même dans la première apparition, sont peu nombreuses. 

Les conditions normales pour la détermination d'un système d'éléments exacts 
n'étaient pas fournies par les deux premières oppositions. Les observa tionsn'embras- 
sant qu'un court espace de temps autour des oppositions respectives ne condui- 
saient, pour ainsi dire, qu'à la connaissance de deux points de l'orbite; il en 
résultait nécessairement une grande incertitude dans les valeurs des éléments. La 
réunion des observations des trois apparitions offrait bien les conditions fonda- 
mentales pour une solution favorable en fixant la position des trois points suffi- 
samment espacés, mais il y avait encore d'autres raisons qui s'opposaient à une 
détermination plus exacte de l'orbite. 

La recherche suivante est fondée sur toutes les observations de quatre appari- 
tions, à l'exception de l'observation de Berlin du i5 septembre 1867. Étant trop 
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isolée, elle ne pouvait pas être combinée avec les autres ; son emploi comme posi- 
tion normale aurait donné, à cause d'une unique observation, trop de prépondé- 
rance à l'opposition de 1857. On aurait pu éviter cet inconvénient en appliquant, 
aux équations qui servent pour trouver les corrections des éléments, les poids 
correspondants au nombre des observations des lieux normaux; mais cette obser- 
vation aurait perdu alors, par cela même, une partie de son importance. 

L'arc héliocentrique ayant augmenté considérablement par la quatrième oppo- 
sition, en croissant de 187® à 292®, a permis de déterminer avec précision le mou- 
vement diurne ; l'incertitude sur le périhélie occasionnée par la faible excentricité 
fut également éliminée par les conditions que la quatrième opposition apportait; 
de sorte que les éléments déduits finalement peuvent être regardés comme bien 
approchés. Les apparitions futures de l'astre ne leur feront subir que de très- 
petites corrections. 

Les travaux sur le mouvement de cette planète pour les deux premières opposi- 
tions ont été publiés dans les Comptes rendus de l'Académie des Sciences de Vienne; 
un extrait du travail déterminant l'orbite d'après les observations des trois oppo- 
sitions se trouve dans le Bulletin de l'Observatoire impérial de Paris. La nature 
du problème ne permettait pas de déduire une orbite exacte; toutefois, on 
avait mis le plus grand soin à trouver dans chaque cas avec les données les élé- 
ments les plus probables, afin d'obtenir, pour l'éphéméride de l'apparition future, 
les limites les plus étroites entre lesquelles l'astre devrait se trouver nécessairement. 
Les erreurs de ces éphémérides sont aussi, en réalité, restées toujours inférieures 
aux limites dpnnées parla théorie. 

Le présent travail est en grande partie indépendant des recherches antérieures. 
Il aurait été peu avantageux pour la simplicité, et même nuisible pour la préci- 
sion, d'utiliser les anciens éléments du calcul. Les éphémérides, d'une part, 
construites toujours d'avance pour les oppositions prochaines, ont donné encore 
des écarts qui ne restaient proportionnels au temps que durant un court intervalle, 
de sorte que la discussion des observations peu nombreuses était rendue difficile ; 
il fallait en outre former beaucoup de lieux normaux, circonstance qui ne pouvait 
plus rester compatible avec la simplicité du calcul, à cause du nombre croissant 
des oppositions. Il y avait d'autre part cet inconvénient, que la distance de l'astre 
à la Terre, adoptée pour la réduction des observations des premières oppositions, 
n'était pas bien connue. On aurait pu, dans des circonstances plus normales, se 
permettre de négliger les petites inexactitudes dont ces observations se trouvaient 
par suite nécessairement entachées, mais, d'un autre côté, les observations peu 
nombreuses et les conditions géométriques défavorables réclamèrent la plus grande 
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rigueur dans la détermination de Torbite. Il n'était plus permis alors de laisser 
subsister des erreurs qui, provenant des corrections de parallaxe et d'aberration, 
affectaient les observations d'une manière systématique. En dernier lieu, les per- 
turbations conclues avec des coordonnées d'une exactitude insuffisante pouvaient 
faire naitre également des erreurs de même nature. D'après toutes ces considéra- 
tions, on était conduit à n'utiliser des travaux antérieurs qu'une partie des pertur- 
bations et que ceux des éléments du calcul qui ne dépendent pas de l'orbite. Tout 
le travail a été recommencé en prenant pour points de repère les éléments fournis 
par les trois dernières oppositions, publiés dans le Bulletin de l'Observatoire 
impérial de Paris. Les éphémérides auxquelles les observations ont été comparées 
sont donc calculées d'après ce système d'éléments. Cette mesure offrait encore 
Tavantage de tenir compte de quelques observations publiées tardivement d'après 
les oppositions respectives. 

Eléments tirés de i ensemble de trois oppositions, 

X 

O I H 

Anomalie moyenne 64.5i .-21 ,2 i858,o Janv. t. m. de Berlin. 

Périhélie 229.42. 3,6 ) ^ . ^- , 

VT A 10 \ Q \ Equin- 1857,0 Janv. 

Nœud 1 48 . 5 . 2 , 8 > ^ ' 

Inclinaison 6 . 34 . 55 , 8 

Mouvement diurne i3. 10,95527 

Excentricité 4.43.26,5 

Le mouvement elliptique de l'astre se trouvant considérablement troublé par 
les actions de Jupiter et de Saturne, on a déterminé les perturbations que ces deux 
planètes produisent sur les coordonnées rectangulaires en appliquant aux formules, 
pour le mouvement de trois corps, la méthode de la quadrature mécanique donnée 
par Encke. L'effet des autres planètes a été omis comme quantité négligeable. 
Cette hypothèse était d'ailleurs pleinement justifiée, car le tableau des erreurs iné- 
vitables que l'orbite résultante présente, ne montrant aucune déviation systéma- 
tique, prouve que les valeurs négligées sont d'un ordre inférieur et se confondent 
avec les erreurs des observations. La masse de Jupiter a été adoptée égale à 

—^5 — 7i celle de Saturne égale à ^ — g- On n'a pas employé de déterminations 

plus modernes pour ne pas interrompre l'homogénéité du calcul. Les perturbations 
antérieures se fondant sur ces masses, il n'était plus à propos d'introduire de 
nouvelles valeurs. En agissant ainsi, il était plus facile, dans le cas d'une anomalie 
constante, de porter un jugement sur sa nature et de voir si la discordance dispa- 
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raîtrait en adoptant une autre masse. Le résultat, du reste, prouve que ces valeurs 
choisies ont été satisfaisantes pour le but proposé. 

Les perturbations ont été calculées de 3o en 3o jours, intervalle pour lequel la 
marche des différences a déjà une régularité qui permet d'apercevoir et d'éliminer 
même les petites erreurs; précaution qui est ici, co^nme on verra, indispensable 
pour la précision. Elles se rapportent, jusqu'au 2 janvier 1860, à des coordonnées 
de l'astre tirées du système précédent d'éléments A; la suite se base sur celles du 
système d'éléments B (roir ci -après), conclu préalablement de toutes les quatre oppo- 
sitions. Toutefois les éphémérides, pour cet espace de temps, ont été nécessaire- 
ment construites avec des perturbations résultant de l'emploi du système A et suf- 
fisamment exactes pour cet objet. La reprise des perturbations depuis 1 860, 2 janvier 
était réclamée par une raison sérieuse. Les actions Ç, >? et Ç de Jupiter et de Saturne 
sur les coordonnées rectangulaires s'obtiennent en soumettant, d'après la méthode 

de quadrature mécanique, les valeurs numériques de — ? ^ et ^ à une double 

intégration. Il s'ensuit qu'une inexactitude commise dans la détermination d'un de 
ces coefficients différentiels produirait, par le procédé d'intégration, une déviation 
systématique sur toutes les valeurs consécutives de Ç, >3 et Ç, et cette influence est 
directement proportionnelle au nombre d'intervalles écoulés entre l'époque de 
l'erreur et celle à laquelle Ç, >? et Ç se rapportent. Aussi, d'après cette considéra- 
tion, bien qu'il ait été permis, lorsqu'il s'agissait des éphémérides, de ne pas tenir 
compte de petites erreurs portant sur la septième décimale, on ne pouvait en 
aucune façon laisser subsister ici, dans le cas des perturbations, une accumulation 
d'erreiirs du même genre provenant des coordonnées inexactes de l'astre. De 
même, afin d'éviter des erreurs accidentelles portant sur la septième décimale, on 
se trouvait obligé de faire le calcul à neuf décimales. 
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Perturbations de Jupiter et Saturne fondées sur les éléments oscillateurs 

de 1857, I juillet. 







5 




n 




Ç 




ç 


>3 


ç 


fô7 Juin 


16 


- 6 


^^^ 


2 


, 


I 


Févr. I 


— 52088 


— 23720 


- 3079 


Juin. 


16 


- 6 


— 


'1 


— 


I 


Mars 2 


- 54532 


- 27835 


— 3922 


Août 


i5 


- 56 


— 


16 


— 


8 


Avril I 


- 56445 


- 31984 


4777 


Sept. 


14 


- i54 


— 


45 


— 


22 


Mai I 


- 57756 


- 35998 


- 5598 


Oct. 


14 


- 298 


— 


88 


— 


44 


Mai 3i 


- 58428 


- 39681 


- 6332 


Nov. 


i3 


- 484 


— 


144 


— 


71 


Juin 3o 


— 58462 


— 42822 


- 6918 


Dec. 


i3 


— 712 


— 


209 


— 


104 


Juin. 3o 
Août 29 


- 57917 

— 56918 


— 452o3 

- 46617 


- 7293 

- 7394 


158 Janv. 


12 


- 980 


— 


278 




139 


Sept. 28 


- 55660 


- 46887 


— 7»65 


Févr. 


II 


- 1289 


— 


344 


— 


'74 


Oct. 28 


- 54412 


- 45887 


- 6562 


Mars 


i3 


— 1646 


— 


398 


— 


204 


Nov. 27 


~ 53507 


- 43564 


5558 


Avril 


12 


— 2057 




432 


— 


226 


Dec. 27 


- 53324 


— 39959 


- 4i53 


!klai 


12 


- 2538 


— 


439 


— 


236 










Juin 


II 


— 3io4 




4i3 


— 


229 


\m\ Janv. 26 


— 54264 


- 35223 


- 238o 


Juin. 


1 1 


- 3777 


— 


354 


— 


2o3 


Févr. 25 


- 56713 


— 29625 


- 3ii 


Août 


10 


- 458i 




263 


— 


i55 


Mars 27 


— 60998 


- 23556 


4- 1945 


Sept. 


9 


- 5542 




i5o 


— 


87 


Avril 26 


- 67354 


— 17504 


-\- 4240 


Oct. 


9 


- 6686 


— 


517 


-h 


I 


Mai 26 


- 75867 


— 1204 I 


4- 6394 


Nov. 


8 


— 8040 


-h 


85 


-h 


106 


Juin 25 


- 86474 


- 7769 


4- 8209 


Dec. 


8 


- 9626 


4- 


159 


4- 


221 


Juin. 25 
Août 24 


- 98914 

— T 12756 


— 5280 

— 5091 


-h 9480 
4-10017 


«9 Janv. 


7 


— II463 


-h 


164 


4- 


339 


Sept. 23 


— 127408 


- 7604 


-\- 9659 


Févr. 


6 


- 13569 


-4- 


62 


+ 


45i 


Oct. 23 


— I42168 


— i3o53 


4- 8259 


Mars 


8 


— 15949 




190 


4- 


545 


Nov. 22 


— 156269 


— 21483 


4- 5871 


Avril 


7 


— i86o3 

• 


— 


636 


4- 


607 


Dec. 22 


— 168948 


- 32739 


4- 2397 


Mai 


7 


— 2l520 


— 


i325 


4- 


625 










Juin 


6 


— 24679 


— 


23o3 


-4- 


583 


1862 Janv. 21 


— 179503 


— 46480 


— 2048 


Juin. 


6 


— 28047 


— 


36i3 


4- 


468 


Févr. 20 


-187346 


— 62204 


- 7329 


Août 


5 


- 31578 


— 


5295 


-4- 


266 


Mars 22 


— 192043 


- 79^95 


-i3263 


Sept. 


4 


— 35212 


— 


7377 


— 


33 


Avril 21 


— 193337 


— 97067 


— 19632 


Oct. 


4 


- 38879 


— 


9876 


— 


438 


Mai 21 


— I9II53 


— ii48i5 


—26205 


Nov. 


3 


— 42497 


— 


12794 


— 


952 


Juin 20 


- 1 85587 


— i3i86i 


-32744 


Dec. 


3 


- 45971 


-^— 


16109 


— " 


1571 


Juin. 20 
Août 19 


— 176890 
165435 


— 147593 

— i6i49îi 


—39027 
-44854 


60 Janv. 


2 


— 49202 


— 


19776 


— 


2287 


Sept. 18 


— 151674 


— I73i38 


— 5oo48 



Ç, Ç et >7 sont les perturbations correspondantes à x, jr et z, exprimées en unités 
de la septième décimale. 



Construction des éphémérides. 

L'obliquité moyenne de Técliptique, pour l'année 1857,0 janvier, était prise 

égale à aS*^ l'j' 28", 76, d'après les Tabulœ Regiomontanœ de Bessel. On obtient les 

coordonnées équatoriales rectangulaires perturbées cr, j* et 2 de l'astre pour 

l'équinoxe moyen de 1 867,0, au moyen des expressions suivantes, i^ et r désignant 

VII. 44 
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ranonialie vraie et le rayon vecteur : 

X r= r(i ,999 '20i i) sin (i' 4- 319.52. i4,85) -h I, 
j z= 1(1 ,9786232)5111 (i^ -h 230.59.22,91) -f-y;, 
z = r[i ,4943416) sin (i^ -4- 219. i3. 18,95) 4- ^. 

Il est presque superflu d'ajouter qu'on a mis, au lieu du premier facteur nui 
rique, son logarithme. Ç, yj et Ç sont donnés par le tableau précédent des pertur 
tions. En combinant a% ^ et 2 avec les coordonnées solaires, on arrive à Tasc- 
sion droite et à la déclinaison moyenne pour 1857,0. On conclura ensi 
facilement la position apparente de Tastre. 

Il est bon de présenter ici les deux systèmes de formules qui ont servi poui 
calcul des constantes dans les termes ci-dessus. En effet, cette double déterminât 
est très-importante, pour éviter une erreur constante dans les épliémérides, « 
serait difficile à découvrir. 

Soient : 

I L'inclinaison de Torbite avec Técliptique; 

/'o L'inclinaison de l'orbite avec l'équateur ; 

e L'obliquité de Técliptique ; 

Q Le nœud scendant sur Técliptique ; 

Q o Le nœud ascendant sur l'équateur ; 

Ao L'arc de l'orbite compris entre l'écliptique et l'équateur ; 

Ts La longitude du périhélie. 

Alors on trouvera, par une méthode analytique, en transformant les coon 
nées rectangulaires dans le plan de l'orbite en coordonnées équatoriales, le 
mier système : 

cot Q . cos Q , lang / 

laiig .1. = ~ ? siii a = -r— ^ 5 lang i\i = f^ , 

° cos / sin al, ^ cos Q 

sin Q ros r sin ^^ . » cos e sin Q 

lang ub = -T-r^ — ri 1 ' sin ft = ; — -** ? 

^ sin I cos ('^ -\- e) sin \(î> 

sin Q sin e'.sin 1!/ . sin e sin Q 

lang 3 = -T-4^ — r— -^, j sin c = r-^ • 

^ sini sîn^ij* -h tf) sinC 

Posant 

cl,' = X -f- cj — Q , 
ilî/ = iii, -h o — R , 
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o** de Berlin. 


Asc. droite. 


Déclinaison. 


lOgA. 


W\^r. 


1857 Juill. 5 


h m s 
16.20.48,72 


/ » 
— 11.59. 0,5 


0,216 9322 


0,401 6950 


6 


16.20.27,06 


~I2. 1.47,6 






7 


t6.20. 6,96 


—12. 4-4o,7 






8 


16.19.48,41 


— 12. 7.39,6 






9 


16.19.31,43 


— 12.10.44,1 


0,225 5398 


o,4oi 9966 


lO 


16.19.16,03 


— 12-13.54, 2 






II 


16.19. 2,21 


—12.17. 9,7 






12 1 


16. 18.49)99 


— I2.20.30,5 






i3 1 


[6.18.39,37 


— 12.23.56,6 


0,234 6632 


0,402 3o68 


14 1 


16.18.30,37 


— 12.27.27,7 






i5 1 


[6.18.22,97 


— i2.3i. 3,9 






i6 1 


16.18.17,18 


— 12.34.45,0 






17 


[6.i8.i3,oo 


— i2.38.3o,9 


0,244 ^164 


0,402 6256 


18 


16.18.10,43 


— 12.42.21 ,4 






«9 


16.18. 9,49 


— 12.46.16,4 






20 


16.18.10,17 


— i2.5o.i5,9 






21 1 


16.18.12,47 


— 12.54.19,5 


0,254 ii5o 


0.402 9530 


22 


[6. 18. 16, 38 


— 12.58.27,2 






23 1 


16.18.21,90 


— i3. 2.39,0 






^4 1 


16. i8. 29,03 


— i3. 6.54,6 




s 


25 1 


16.18.37,75 


— i3.ii.i3,9 


0,264 21783 


o,4o3 2890 


26 J 


16.18.48,05 


-i3.i5.36,8 






27 


[6.18.59,94 


— i3.20. 3,0 






28 ] 


16.19.13,39 


-13.24.32,5 






29 1 


16.19.28,40 


— 13.29. 5,0 


0,274 6280 


o,4o3 633o 


3o 1 


16.19.44,94 


— i3.33.4o,5 






3i 1 


[6.20. 3,01 


— i3. 38. 18,8 






Août I 1 


[6.20.22,59 


— 13.42.59,7 






2 


16.20.43,67 


-13.47.43,3 


0,285 0972 


o,4o3 9852 


3 1 


[6.21. 6,23 


— 13.52.29,3 






4 ^ 


[6.21.30,26 


— 13*57.17,5 






5 ] 


16.21.55,74 


-14. a. 7,8 






6 1 


[6.22.22,66 


— 14. 7. 0,0 


9,295 6284 


0,404 3456 


7 


[6.22.51, 01 


— 14.11.54,0 


• 




8 1 


[6.23.20,76 


-14.16.49,9 






9 ^ 


[6.23.51,90 


— 14.21.47,4 






10 ] 


16.24.24,43 


—14.26.46,5 


o,3o6 1740 


0,404 7i36 


II 1 


16.24.58,33 


— 14.31.47,0 






12 1 


[6.25.33,58 


— 14.36.48,7 






i3 


16.26.10,17 


— i4.4i-5i,6 






14 ^ 


16.26.48,09 


— 14.46.55,5 


o,3i6 6940 


o,4o5 0894 


i5 1 


16.27.27,32 


— 14.52. 0,3 




• 


r6 


16.28. 7,86 


-14.57. 5,9 






17 


16.28.49,69 


— i5. 2.12,2 






18 


16.29.32,81 


— i5. 7.191» 


0,327 i526 


o,4o5 473a 


«9 


16.30.17,19 


— i5.ia.26,5 
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0^ de Berlin. 


Asc. droite. 


Déclinaison. 


logA. 


logr. 


1857 Août 


20 


h m • 

16. 3i. 2,82 


t M 
—15.17.34,1 








21 
22 


i6.3i.49< 
16.32.37, 


,68 
,76 


—15.22.41,9 
—15.27.49,8 


0,337 5i^3 


o.4o5 8638 




23 


16.33.27, 


,04 


—15.32.57,7 








^^ 


16.34.17. 


,5i 


— i5.38. 5,4 








25 

26 


16.35. 9, 

1 6 . 36 . I ^ 


i5 

.94 


— 15.43.12,8 

— 15.48.19,8 


0,347 74'-*7 


u,4o6 2620 


1858 Août 


8 


0.33.12, 


,39 


— o.i3. 3,8 


o,3i8 8676 


0,450 7160 




9 


0.33. 8j 


67 


— 0.16.29,5 








10 


0.33. 3 


.57 


— 0.20. 4>7 








il 
12 


0.32.57, 
0.32.49 


r09 
,23 


— 0.23.49,1 

— 0.27.4^,9 


0,3 10 95o3 


o,45i 1660 




i3 


0.32. 40 ] 


01 


— o.3i .45,8 








14 


0.32.29 


,41 


— 0.35.57,8 








i5 
16 


o.32.i7j 
0.32. 4 


.46 
,i5 


— 0.40.18,7 

— 0.44*48,4 


o,3o3 4456 


o,45i 61 iG 




17 


o.3i.49i 


,5i 


— o.49«26,8 








18 


. 3 1 . 33 j 


52 


— 0.54.13,8 








ï9 
20 


o.3i.i6, 
0.30.57, 


,20 
57 


— 0.59. 9,2 

— I. 4.12,8 


0,296 4363 


0,452 o524 




21 


0.30.37, 


64 


— 1. 9.24,6 








22 


o.3o.i6, 


,40 


— 1.14.44,3 








23 

^4 


. 29 . 53 , 
. 29 . 3o , 


,88 
09 


— 1.20.11,8 

— 1.25.46,9 


0,290 0084 


0,452 4890 




25 


0.29. 5, 


06 


— 1.31.29,4 








26 


0.28.38, 


80 


— 1.37.19,1 








^7 
28 


0.28. II 3 
0.27.42, 


32 

65 


— 1.43.15,8 

— i.49-ï9>3 


0,284 2417 


0,452 9208 


Sept. 


i3 


0.17.44^ 


► 94 


— 3.37.34,0 


0,269 465i 


0,454 5996 




14 


0.17. 0, 


83 


- 3.44.44,1 








i5 


0.16. 16, 


20 


- 3.51.54,5 








16 
17 


o.i5.3i , 
o.i4*4^3 


10 
58 


— 3.59. 5,0 

— 4. 6.i5,o 


0,268 1904 


0,455 0070 




18 


0.13.59, 


70 


— 4.13.24,2 








»9 


o.i3. i3, 


49 


— 4.20.32,2 








20 
21 


0.12.27, 
0.11 .40 


02 
33 


— 4.27.38,6 

- 4.34.4^,9 


0,267 9666 


0,455 4096 




22 


0. 10.53, 


48 


- 4.41.44,8 








23 


o.io. 6 


,52 


- 4.43.43,9 








24 

25 


0. 9.19 
0. 8.32, 


,5o 
48 


— 4.55.39,7 

— 5. 2.3i,9 


0,268 8o58 


0,455 8070 




26 


0. 7.45 


,5o 


— 5. 9.20,2 








27 


0. 6.58 


,62 


— 5.16. 4,0 








28 


0. 6. II 


,88 


— 5.22.43,0 








^9 


0. 5.25 


,35 


— 5.29.16,9 


0,270 7029 


0,456 1992 
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o^ de Berlin. 


Asc. droite. 


Déclinaison. 


log A. 


log / . 


18.^>8 Sept. 


3o 


h m « 
0. 4.39,07 


; „ 
- 5.35.45,3 






Oct. 


I 


0. 3.53,10 


— 5.42. 7,9 








•1 


0. 3. 7,48 


~ 5.48.24,2 








3 


0. 2.22,27 


— 5.54.33,9 


0,273 6410 


o,456 5862 


1859 Dec. 


i8 


5.46.31, 36 


-+-14.39. 0,4 


0,282 1595 


0,461 3668 




•9 


5.45.34,03 


+ 14.39.35,7 








•2() 


5.44.36,67 


4-i4.4o.*5,o 








•21 


5.43.39,34 


-hi4.4o.58,3 








'17 


5.42.42,13 


4-14.41-45,5 


0,282 i33i 


0.461 o562 




9.3 


5.41*4^)!^ 


-1-14. 4î». 36, 6 








^4 


5.40.48,31 


4-14.43.31,8 








25 


5.39.51,83 


-1-14.44.31,0 








i6 


5.38.55,73 


4-14.45.34,1 


0,283 1871 


0,460 7398 




'^7 


5.38. 0,08 


4-i4.46.4i}2 








28 


5.37. 4,93 


4-14.47.52, I 








29 


5.36. 10,34 


4-14.49- 6,9 








3o 


5.35. 16, 38 


4-14. 5o. 25, 5 


0,285 2985 


0,460 4*76 




3i 


5.34.23, 10 


4-i4.5i.47'9 






1860 Janv. 


I 


5.33.30,57 


4-14-53. i4,i 








7. 


5.32.38,83 


4-14.54.44,0 








3 


5.31.47,9^ 


4-14.56.17,7 


0,288 4221 


0,460 0896 




4 


5.30.57,97 


4-14.57.55,0 








5 


5.3o. 8,93 


4-14.59.36,0 








6 


5.29.20,88 


4-i5. 1.20,6 








7 


5.28.33,87 


4-i5. 3. 8,7 


0,292 4958 


0,459 7558 




8 


5.27.47)93 


4-i5. 5. 0,3 








9 


5.27. 3,i5 


4-i5. 6.55,4 








10 


5.26.19,51 


4-i5. 8.54,0 








II 


5.25.37,07 


4-i5. 10.55,9 


0,297 4476 


0,459 4166 




12 


5.24.55,88 


4-i5.i3. 1,3 








i3 


5.24.15,95 


4-i5.i5. 9,9 








14 


5.23.37,32 


4-15.17.21,8 








i5 


5.23. o,o3 


4-15.19.36,9 


o,3o3 1993 


0,459 0718 




16 


5.22.24,10 


4-i5.2i .55, 1 








ï7 


5.21.49)58 


4-15.24.16,5 








18 


5.21 .i6,5o 


4-15.26.40,9 








«9 


5.20.44,86 


4-15.29. 8,4 


0,309 6660 


o,458 7212 




20 


5.20.14,69 


4-i5.3i.38,8 








21 


5. 19.46,04 


4-15.34.12,1 








22 


5.19.18,92 


4-15.36.48,3 








23 


5.18.53,34 


4-15.39.27,2 


o,3i6 7592 


0,458 3652 




^4 


5.18.29,32 


4-15.42. 8,7 








25 


5.18. 6,86 


4-15.44.52,9 








26 


5.17.45,99 


4-15.47.39,5 








*7 


5.17.26,72 


4-i5. 50.28,6 


0,324 3838 


0,458 -oo36 



ÉPHÉMÉRIDE DE 1861 
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0*' de Berlin. 


Asc. droite. 

h m t 


Déclinaison. 

/ H 


logA. 


logr. 


1861 Mars 17 1 


2.5i .43,98 


-+- 1 .3i .59,3 


0,199 7088 


0,406 5798 


18 1 


2 . 5 I . 3 , 37 


-+- 1* 


39.37,6 






«9 ï 


2.5o.2l ,94 


+ 1. 


47*>7,5 






'lo 1 


i2.49-39»78 


-+- I. 


.54*58,4 






21 1 


2.48.56,86 


-+- 2. 


2.39,9 


0,195 8849 


0,406 1764 


'21 1 


12.48. i3,34 


-h 2 


.10.21 ,4 






23 ] 


12.47.29,23 


H- 2, 


.18. 2,6 






24 


12.46.44,59 


-h 2 


.25.42,9 






25 


12.45.59,46 


4- 2, 


.33.21,9. 


0. 193 2253 


",4o5 7798 


26 1 


12.45.13,95 


4- 2, 


.40.58,8 






27 


12.44*28,17 


+ 2 


.48.33,6 






28 ] 


12.43.41,88 


-h 2 


. 56 . 5,5 






29 1 


12.42.55,44 


4- 3. 


. 3.34,1 


0,191 7644 


(>.4o5 3906 


3o 


12.42. 8,82 


-h 3 


.10.59,0 






3i 


12.41*22,09 


4- 3 


.18.19,6 






Avril I 


12.40. 35, 3i 


4- 3 


.25.35,3 






2 j 


12.39.48,52 


4- 3 


.32.45,7 


0,191 5i8i 


o,4o5 0090 


3 


[2.39. 1,83 


-\- 3 


.39.50.3 






4 


12.38. i5, 25 


-h 3 


.46.48,9 






5 


12.37.28,88 


-+- 3 


.53.40,8 






6 ] 


12.36.42,74 


4- 4. 


. 0.25,7 


0, 192 4826 


0,404 6346 


7 1 


[2.35.56,92 


4- 4 


. 7* ^.9 






8 ] 


12.35.11 ,5i 


4- 4. 


.i3.32,i 






9 1 


[2.34.26,54 


4- 4 


.19.52,8 






10 1 


12.33.42,11 


4- 4. 


.26. 4,« 


0,194 63i4 


0,404 2682 


11 J 


1 2 . 32 . 58 , 20 


4- 4 


.32. 7,6 






12 1 


[2.32.14,94 


4- 4. 


.38. 0,8 






i3 1 


i2.3i .32,40 


4- 4< 


.43.44iO 






14 1 


i2.3o.5o,58 


4- 4. 


.49.17,2 


0,197 91 3o 


o,4o3 9094 


i5 1 


[2.3o. 9,56 


4- 4. 


.54*39,8 






16 


12.29.29,39 


4- 4 


.59.51 ,6 






17 J 


[2.28.50,14 


4- 5 


. 4*52,3 






18 1 


[2.28.11,78 


4- 5. 


. 9.41,6 


0,202 2536 


o,4o3 5590 


«9 1 


[2.27.34,44 


4- 5 


.14.19,4 






20 


[2.26.58, i3 


4- 5 


.18.45,8 






21 ] 


[2.26.22,87 


4- 5. 


.23. 0,5 






22 ] 


[2.25.48,71 


4- 5, 


27. 3,6 


0,207 5607 


o,4o3 2166 


23 1 


[2.25. 15,70 


4- 5. 


.30.54,2 






24 1 


[2.24.4£,d6 


4- 5, 


.34.32,8 






25 1 


1 2 . 24 . I 3 , 22 


4- 5. 


37.59,0 






26. ] 


[2.23.43,80 


4- 5, 


4i.i3,o 


o,ii3 7374 


0,402 8824 


27 1 


2.23. i5, 63 


4- 5. 


44*14,5 






28 1 


[2.22.48,75 


4- 5. 


47. 3,5 






29 1 


[2.22.23,18 


4- 5. 


.49.40,1 






3o ] 


12.21.58,92 


4- 5. 


52. i,i 


0,220 6860 


0,402 5568 
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La comparaison des observations exposée ci-après se rapporte aux éphémérides 
précédentes. On reconnaît par ce tableau que Torbite représente bien, pour les 
circonstances données, les observations de trois premières oppositions. I^ marche 
constante que présentent les erreurs pendant un certain intervalle de temps n'est 
en réalité qu'apparente, et cela se déduit des considérations suivantes. Par cela 
même que les éléments doivent satisfaire partout également aux observations, l'or- 
bite doit passer au milieu de toutes les positions normaleis. La partie la plus essen- 
tielle de cette différence, qui reste encore entre l'orbite et le lieu normal, se com- 
pose des erreurs inévitables des observations. Dans la comparaison directe des 
éléments avec les observations isolées, il faut nécessairement que cette erreur du 
lieu normal se reproduise, c'est-à-dire que la série d'observations, au moyen de 
laquelle cette position a été conclue, montrera im écart constant égal à la diffé- 
rence entre l'orbite et la position normale. On ne peut pas toutefois regarder 
l'erreur que les éléments conclus laissent pour une opposition, comme un écart 
purement accidentel d'une série d'observations dans un certain sens. Il y a deux 
sortes de causes capables de faire naître de petites erreurs systématiques, qu'on 
ne peut jamais éliminer tout à fait, les unes provenant des positions des étoiles 
auxquelles l'astre a été comparé, les autres des légères inexactitudes que la théorie 
laisse encore subsister. Il arrive, dans le premier cas, en raison de l'espace très- 
limité du ciel parcouru par l'astre pendant chaque apparition, que toutes les posi- 
tions des étoiles de comparaison, de quelque façon qu'on les détermine, se rap- 
porteront toujours à peu près aux mêmes fondamentales; elles seront donc 
nécessairement entachées de Terreur moyenne de ces fondamentales. Une source 
d'erreurs plus graves vient de ce que les étoiles de la même région du ciel sont 
généralement puisées dans les mêmes catalogues et que ces catalogues se rapportent 
ordinairement à une époque assez éloignée. Ces positions ainsi conclues, l'exacti- 
tude de l'observation de l'astre sera altérée, et par l'erreur constante du catalogue, 
et par celle qui dérive des éléments de réductions, à l'aide desquels on passe d'un 
équinoxe reculé à celui de l'époque des observations. Les erreurs du second genre 
se produisent parce qu'on emploie souvent des constantes et d'autres données qui 
ne sont pas tout à fait rigoureuses, comme par exemple les masses et les coor- 
données des planètes perturbatrices et les coordonnées solaires. Bien qu'on puisse 
supposer que ces erreurs, appartenant du reste à un ordre inférieur, se détruiront 
en grande partie, il y a des cas où elles peuvent par hasard s'ajouter et produire 
un effet sensible. 

Le cas actuel donne lieu à une cause exceptionnelle d'une légère déviation 
systématique, provenant de ce que le mouvement diurne, comme on le verra plus 
tard, ne pouvait pas être déterminé avec précision, au moyen des observations des 
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trois premières oppositions. L'analyse indique cette indétermination : on peut en 
effet choisir pour cette inconnue, entre de larges limites, des valeurs arbitraires, 
sans que les résidus des équations en soient changés essentiellement. Si donc on 
représente par a -4- |3rf|x, a' -h |3'rf|UL,... le résultat obtenu par une élimination 
successive des autres inconnues entre les équations servant à corriger les éléments, 
on verra, dans le cas d'une indétermination, que le coefficient |3 de d(i est très- 
petit ; de telle sorte qu'une grande valeur de la correction d(i pourrait seule en- 
traîner une modification des quantités a, a',..., lesquelles forment les résidus des 
équations et présentent également les erreurs que les éléments conclus laissent 
pour les observations. D'un autre côté, il est essentiel, pour arriver tout à fait au 
minimum des erreurs, de déterminer simultanément les six éléments. En se bor- 
nant à la correction de quelques-uns au moyen de la différence Observation — 
Calcul, on parviendrait à faire évanouir seulement une partie de cette diffé- 
rence. Il faudrait donc aussi, dans le cas où le mouvement diurne ne pourrait 
pas s'obtenir avec précision, déduire sa valeur la plus probable, afin d'éviter une 
légère inexactitude dans les résidus des équations ; mais on ne peut atteindre ce 
but, d'après ce qui est dit plus haut, qu'en adoptant une forte correction pour rl[i. 
L'introduction d'une semblable hypothèse dans le calcul amène un grand inconvé- 
nient. En effet, si on ajoute aux éléments des valeurs considérables, les équations 
différentielles du premier degré ne suffiront plus pour donner entièrement les 
changements relatifs des lieux géocentriques : donc on serait aussi obUgé de tenir 
compte des termes du second ordre, travail qui ne serait nullement en rapport 
avec le résultat à obtenir. Un procédé plus avants^eux dans ces conditions con- 
siste à essayer des approximations successives : on corrige d'abord les éléments en 
négligeant les seconds termes. La comparaison directe alors ne présentera plus, il 
est vrai, le même tableau d'erreurs restantes que les équations, mais on peut 
répéter le procédé et l'appliquer de nouveau aux éléments ayant déjà subi une 
première correction. En opérant ainsi plusieurs fois, on arrivera à représenter les 
observations d'une manière très-satisfaisante. Il sera toutefois difficile, à moins de 
répéter l'expérience indéfiniment, de faire disparaître du tableau d'erreurs une 
trace légère d'un écart systématique; car les déterminations récentes de rfjx, 
obtenues par plusieurs essais, seront encore assez considérables pour que la 
comparaison directe ne soit pas tout à fait identique aux résidus des équations. 
Les éléments des trois premières oppositions ont été adoptés d'après trois 
approximations semblables. 
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Observations et comparaisons aux éphéméndes . 



Première opposition. 



Lieux. Temps moyen 

Berlin 1857 Juill. 2. 

Berlin g. 

Berlin 13. 

Bilk 14. 

Berlin 14. 

Bonn 14. 

Vienne i5. 

Bonn 18. 

Berlin 20. 

Berlin 25. 

Bonn 26. 

Berlin 26. 

Bonn 27. 

Vienne 1857 Août 1 1 . 

Berlin 1 1 . 

Vienne 12. 

Vienne 12. 

Leiden 12. 

Berlin 12. 

Leiden 22. 

Berlin 26. 

Leiden 26. 



es lieux. 

h m s 
11.36.24 


Asc. droite. 

Il m s 
[6.21.49,75 


* 
— 0,32 


Déclinaison. 

/ W 

— 11.52. 3i ,8 




12. 0.22 


16.19.39,48 


— 0,26 


— 12. 9.15,3 


- 1,5 


12.18. 4 


16.18.34,33 


- 0,14 


— 12.25.45,7 


+ 0,6 


II. 5.37 ] 


16.18.26,60 


. 4- 0,04 


— 12.29. 5,6 


4-7.7 


11.43. 9 1 


[6.18.26,18 


— o,3f 


— 12.29.11,6 


-h 3,2 


11.36. 


[6.18.26,58 


-h 0,21 


— 12.29. 6,5 


4-11,6 


II. 16. 6 ] 


16.18.19,78 


- 0,19 


— 12.32.47,0 


4- 2,0 


11. 3.52 


[6.18. 9,77 


+ 0,11 


— 12.44.11,3 


4- 3,8 


11.37.59 


16.18.10,56 


— 0,35 


— I2.52.r5,6 


— 0.6 


10.43.13 ] 


[6.18.42,26 


4- 0,33 


— i3.i3. 9,1 


4- 3,1 


10.19. 9 1 


[6.18.52,80 


— 0,14 


— 13.17.37,2 


— 0.5 


II. i3. 8 1 


16.18.53,25 


-h 0,07 


— 13.17. 38, 9 


4- 3,1 


11. 0.34 J 


[6.19. 6,66 


-h 0,78 


— l3.22. 4,4 


4- 7^5 


9.24.48 


16.25.11,17 


— 0,01 






10.19.42 ] 


16.25.12,46 


— 0,33 


— 14.33.56,1 


4- 0,7 


9.34.40 


16.25.47,09 


— 0,06 


— 14*38.34,0 


4-13.4 


9.49.52 ♦ ] 


[6.25.46,82 


0,73 


-14.38.44,4 


4- 5,7 


9.45. 5 ] 


[6.25.47,93 


— 0,71 


-14.38.59,7 


- 0,4 


10.14.210 1 


[6.25.48,02 


— 0,46 


— 14.38.54 , 3 


-h 3,6 


9.34. 5 1 


f6. 32. 57,03 


— 0,72 


-15.29.47,4 


4-12,4 


9.45.47 ] 


16.35.29,04 


— o,65 


— 15.45.11,9 


4- 5,1 


9.29.50 


16.36.22,80 


- 0,87 


— i5.5o.23,8 


4- 4.3 



Ija marche des erreurs du 1 juillet jusqu'au a 7 juillet semble être la même; 
elle est un peu différente pour les observations entre le 1 1 août et le a6 août. L'in- 
tervalle du temps qui sépare ces deux séries offre en outre une raison naturelle 
pour en former deux positions normales. 

On n'a employé que la moyenne de deux observations du même jour faites à 
Vienne le 1 a août, afin de ne pas donner trop de prépondérance aux observations 
du même observatoire. 

L'observation du 27 juillet de Bonn a été exclue, ainsi que l'observation de la 
déclinaison du i4 juillet. On obtient ensuite : 



Lieu I . . . . 
Lieu II . . . 



1857 Juillet 16,7 r/c^l» cosdt) — 0,078 
Août 16,8 r/il? cosCD — o,5oo 



Juillet 16,9 r/(D=: 4- 1,75 
Août 17,5 c/(î) = 4-5,o3 
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Observations et comparaisons aux éphémérides . 

Deuxième opposition. 

o ""— c o ~~" c 

Lieux. Temps moyen des lieux. Asc. droite. — tt— Déclinaison. ,^ 

hms fanât s o i n h 

Berlin 1858 Août ii. i3.ii.i8 0.32.52,90 +0,11 — o.25.56,2 +0,8 

Berlin 17. 14. 52. 56 0.31.39,68 + o,o5 — 0.52.27,4 — 3,3 

Berlin 19. 14.4^-17 o.3i. 5, 08 + o,32 — 1. 2.16,6 —0,9 

Berlin 22. i3.ii.43 o.3o. 4,53 + o,36 — 1.17.45,5 — 2,2 

Bilk Sept. i3. i3.3i.io 0.17.20,02 +0,81 — 3. 41. 37, 4 +0,4 

Vienne 14. 9-47.59 0.16.43,88 + o,36 

Vienne 14. 10.29.54 0.16.42,46 +0,69 — 3.47.39,2 + 3,o 

Berlin 21. lo. 2. 3 0.11.21,44 -I- 0,09 — 4-37.34,2 + 4»8 

Berlin 22. i3.43.i8 0.10.27,50 + o,45 — 4*45*44>S —0,4 

Vienne 3o. 9.21.59 o. 4.2i>46 — 0,61 — 5.38. 8,0 + 3,8 

On n'a tiré de tout le groupe de ces observations qu'un lieu unique. Le petit 
changement dans la marche des erreurs a pu être considéré comme proportionnel 
au temps. 

L'observation du 3o septembre a été rejetée. On arrivera aux nombres donnés 
dans le tableau, pour les observations de Bilk et de Vienne des 1 3 et 1 4 septembre, 
en ajoutant au résultat de la comparaison rf«Ao=+o%55, rfcE)= — 5'',7. 
On a adopté pour Tétoile commune de comparaison la po.sition méridienne 
x=6^i 3°" 48% 07, (D ^ - 3*> 4a' 53^6, au lieu de o^ 1 3°» 47%5a et - 3*^ 4a' 47%9. 

Lieu m 1858 Sept. 3,7 d^» cosCD = + o%36o Sept. 2,4 rf(© = + o",27 



Observations et comparaisons aux éphémérides. 



Troisième opposition. 



o — c 



Lieux. 


Temps moyen 


des lieux. 


Asc. droite. 


dX 


Déclinaison. 


d(Si 


Vienne 

Kœnigsberg. 
Vienne 


1859 Dec. 21. 
21. 
28. 


h m s 
7.38.18 

10. 30.17 

7.15.49 


h m s 
5.43.22,18 

^ 5.43.15,67 

5.36.49) ti 


t 

— 0,23 

— 0,44 

— 0,47 


/ H 

+i4.4i-i3,i 
+14.41.19,1 
+14.48.10,8 


4- 4",! 
+ 5.0 

4- 0,7 


Kœnigsberg. 
Greenwich . . 
Kœnigsberg. 
Kœnigsberg. 


1860 Janv. 11. 

12. 

16. 
24. 


7.18. 4 
9.58. 9 
7.34.56 
7.33.' 8 


5.25.26,36 
5.24.38,00 

5.22.14} 19 
5.18.22,87 


— 0,08 

— 0,11 

— 0,35 
+ 0,01 


+i5.ii.3i,7 
+i5. 13.57,4 
+15.22.40, 1 
+ 15.42.59,7 


-h 5,4 
— 0,1 
+ 5,5 
+ 7,3 



L'étoile de comparaison des observations du 1 1 et du 16 janvier de Kœnigsberg 
est la même. L'observation méridienne donnée pour elle se montre, par la com- 

45. 
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paraison avec l'éphéméridey comme inexacte. On a pris pour elle les deux positions 
de Bessel, 33o et 338, qui s'accordent : M = S^ aa™ a5%32, (D = i5*^ la' 53% 9. 
Il y a encore une faute dans la réduction du lieu moyen au lieu apparent dans 
Tobservation du 11. Elle doit être a%aa et 6", 4- L^s observations de la planète 
corrigées et adoptées ensuite sont celles-ci : 



Janv. II 
16 



m 



jR = 5. a5. 25,73 
jR = 5.22.13,78 



® = I 5 . II . 32 , 5 
(D = 15.22.37,7 



Cette opposition contient le plus petit nombre d'observations, elle ne fournit 
également qu'une position normale : 



Lieu IV. . 



1860 Janv. 6 rfXcosCD = -- o',23i 



Janv. 6 d(Q = -h 4'',oo 



Observations et comparaisons aux éphémérides. 



Quatrième opposition. 



Lieux. Temps moyen 

Berlin 186i Mars 17. 

Berlin Avril 4. 

Greenwich.. 5. 

Paris 9. 

Paris 10. 

Paris 10. 

Paris II. 

Paris II* 

Berlin n. 

Paris i3. 

Berlin i3. 

Berlin i5. 

Paris 16. 

Paris 16. 

Berlin 19. 

Paris 19. 

Greenwich.. 25. 

Greenwich.. 27. 

Paris 28. 

Paris 28 . 

Paris 3o. 



BS lieux. 

h m • 


Asc. droite. 

h m s 


dX 

t 


Déclinaison. 

/ n 


diSd 

1 H 


10. 3. 9 


12. 5o. 56, 60 


— 3o,8o 


+ 1.37.45,8 


— 2.39,0 


I0.21.5l 


12.37.25,84 


—29,70 


-h 3.52. 0,1 


—2.16,1 


11.39.30 


12.36.55,39 


-29,68 


-h 3.59.27,7 


-2.17,8 


i3. 2.5o 


12.33.31,71 


—29,55 


4- 4.25.36,6 


—2.12,2 


9.36.52 


12.32.54,48 


-28,92 


-4- 4«3o.53,7 


— 2.14,3 


10. 13.57 


12.32.53,11 


—29,15 


-h 4.3i. 3,8 


— 2.l5,3 


9. 5.3i 


12.32.11,60 


-29,12 


+ 4.36.44,2 


— 2.14,1 


9.36.22 


12.32.10,61 


—29,18 


-4- 4-36.52,4 


—2.14,5 


11. 28.30 


12.32. 8,42 


-29,31 


-h 4.37. 8,9 


—2.14,3 


9.20.51 


12.30.45,94 


—29,08 


+ 4.48.14,3 


—2.12,0 


11.39.19 


12.30.43,49 


-28,77 


4- 4. 48. 38,0 


— 2.14,0 


10.55.40 


12.29.22,49 


-28,91 


4- 4.59. 7,4 


-2. 7,2 


II. 21. 26 


i2.28.4i}i3 


-28,63 


-\r 5. 4.î^9>î* 


—a. 7,4 


ii.49*3i 


12.28.40,33 


-28,65 


4- 5. 4.35,6 


-2. 7,8 


io.3i.55 


12.26.50,04 


-28,56 


-4- 5.18.20,2 


—a. 4,9 


10.28,54 


12.26.48,91 


—28,64 


4- 5.18.28,6 


-2. 5,6 


10. 7.57 


i2.23.3i ,91 


-a?, 79 


4—5.41.22,5 


— 1.54,7 


959. 9 


12.22.35,74 


-27,66 


4- 5.47.27,2 


— 1.56,1 


9-56. 9 


12.22. 9,70 


-27,61 






10.14.42 






4- 5.5o.i3,5 


— 1.57,9 


9. 41. 16 


12.21.21,47 


-27; 41 


4- 5.;54.56,6 


—1.58.0 



L'observation isolée du 17 mars pouvait être combinée encore avec les autres. 
La variation des erreurs restant uniforme depuis cette époque jusqu'au i3 avrils 



ÉLÉMENTS RÉSULTANT DES TROIS OPPOSITIONS PASSÉES, 
on en a pris la moyenne. Le groupe du i5 au 3o avril donne le second lieu : 
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Lieu V i86i Avril 10,2 </Xco8(D = — 29,246 



Lieu VI . . . 



22,1 



dX C08(0 = — 28,209 



Avril 10,2 </cô = ~ 2.14,46 
22,1 d(5d = — 2. 1.73 



La grande déviation qui apparaît encore dans la quatrième apparition était à 
prévoir. En effet, si on regarde le tableau ci-après des éléments et des erreurs res- 
tantes, tel qu'il résulte de l'ensemble des trois oppositions antérieures, on recon- 
naît facilement que le mouvement moyen était encore indéterminable. On pouvait 
adopter entre les limites -h o",o5 et — o",25 une valeur arbitraire de la différen- 
tielle du mouvement diunie, sans que Tune de ces hypothèses eût diminué sensi- 
blement les erreurs inévitables, tandis que chacune d'elles en particulier et suivant 
le hasard du choix aurait produit pour l'opposition future un écart plus ou moins 
considérable entre l'éphéméride et l'observation. 



Éléments résultant des trois oppositions passées. 



Anomalie moyenne 64*5i.2i ,2 + 2107,9 dit 

Périhélie 229.42* 3,6 — 233o,6 (/p 

Nœud 148. 5. 2,8 — 28,4 dft 

Inclinaison 6.34.55,8— 6,3 ^p 

Mouvement diurne i3.io, 95527 

Excentricité 4-43.26,5 -h 129,2 rff* 



1 858,0 Janv. T. m. de Berlin. 
Équin. 1857,0 Janv. 



Erreurs. 



i857 Juill. 14. 

Juin. 26. 

Août 12. 
1858 Août 18. 

Sept. 19 
i859 Dec. 24 
i860 Janv. 16. 



Longitude. 


-h 1*5 - 


i3,7 diu 


- 5,6 - 


1,5 rfp 


-4- 4i4 4- 


18,3 di/L 


4- 3,9 4- 


20,8 dfi 


- 4,2 - 


20,0 d^A 


+ 3,8 -1- 


8,2 dp. 


- 4,6 - 


6,7 dp 



Latitude. 

1,9 4- 2,0 dp 
2,6 — 2,3 dp 
3,6 ~ 6,8 dp 

1.6 — \ fi dp 
>,9 -+- 2,7 dp 

3.7 - 4,8 dp 
3,5 — \ ,^ dp 



L'interpolation de toutes les différences des quatre oppositions, au commen 
cernent des jours relatifs, fournit les valeurs finales qui serviront pour la correc 
tion des éléments : 
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Observation — Calcul 



Lieux normaux. 








dcK> 


1 


r/O) 


I 


1857 


Juin. 


17- 


— I , 'a3 


-h 


1*75 


'1 


1857 


Août 


^7. 


- 7i77 


+ 


5,o3 


3 


i858 


Sept. 


3. 


-h 5,4o 


+ 


0,27 


4 


1860 


Janv. 


6. 


- 3,58 


■+- 


4,00 


5 


1861 


Avril 


10. 


— -440105 


-f-i34,46 


6 


1861 


Avril 


17,. 


— 4*^5, lo 


-Mîii,73 



Si on additionne ces quantités avec les données de l'éphéméride pour les 
époques relatives, on aura les coordonnées équatoriales, et on passe de là par 
transformation aux coordonnées écliptiques : 



Observation — Calcul 







Longitudes. 


Latitudes. 


^C 




dy. 


1857 


Juill. 17. 


/ M 
244*54* 6,74 


-\- 8.37!4i%i 


- i"53 


+ 


il58 


1857 


Août 17. 


247.51.33, i5 


4- 6.41 .22,20 


- 8,26 


4- 


3,86 


1858 


Sept. 3. 


4*36.23,52 


— 4*4i-^3,23 


-f 4,94 


— 


1,81 


1860 


Janv. 6. 


82.20.18,53 


— 8. 14.36, i5 


- 3,43 


-h 


4,21 


1861 


Avril 10. 


i85.44-3i,9 


4- 7.23.36,40 


-459,80 


— 


5o,8o 


1861 


Avril 22. 


i83.3i.2i,6 


+ 7.32.39,50 


— 44o,5o 


— 


56, 5o 



La base d'une détermination rigoureuse étant une fois établie, on peut procéder 
à la recherche du système d'éléments le plus probable. Le désir de conserver pour 
toutes les parties du calcul une égale précision, et de fonder avec ce travail une 
base définitive pour toutes les applications futures, nous a engagé à soumettre à 
une correction préalable le système d'éléments X des trois oppositions passées. 
Cette méthode présente un double avantage : d'une part, on parvient à déterminer 
avec exactitude les coefficients des équations qui servent à donner pour des chan- 
gements arbitraires des éléments les variations correspondantes des lieux géocen- 
triques; d'autre part, en corrigeant une orbite déjà très-approchée, on n'a rien à 
craindre de l'influence des termes d'ordre supérieur. Comme la partie essentielle 
du grand écart de la quatrième opposition est due à la mauvaise détermination du 
mouvement diurne, il est évident qu'on réussira à faire évanouir une partie 
importante de cette différence en corrigeant cet élément, à la condition toutefois 
de faire varier en même temps aussi les autres éléments, afin de conserver entre 
eux ce rapport intime qui permet de satisfaire aux mêmes observations par le nou- 
veau système d'éléments. 



RECTIFICATION PRÉALABLE DE L'ORBITE. SSg 

En variant d'après le tableau,' page 357 • 

L'anomalie moyenne, de la quantité. . -h 2107,9 dyi^ 

Le périhélie, de la quantité — a33o,6 rf//. 

Le nœud, de la quantité — 23,4 ^(^f 

L'inclinaison, de la quantité — 6,3 rf/ui, 

L'excentricité, de la quantité 4- 129,2 rffz, 

on atteindra toujours entre observation et calcul le plus grand accord possible 
qu'une hypothèse arbitraire de rfjui est capable d'établir. La possibilité d'obtenir 
facilement une meilleure valeur du mouvement diurne nous a engagé k suivre 
cette voie pour arriver à une orbite plus approchée. En effet, on n'a nullement à 
avoir égard aux oppositions antérieures, par la raison exposée qu'elles sont entre 
de larges limites indépendantes de rfjui; il suffit de trouver une valeur de cette 
différentielle qui fasse disparaître les grandes erreurs de la dernière opposition. 
On parviendra à ce résultat en faisant varier d'abord rfjui de la quantité arbi- 
traire — 0^,3. Les éléments correspondants à cette valeur font subir aux lieux 
géocentriques des changements que l'on verra ci-dessous. Il ne sera pas superflu de 
remarquer que les éléments répondant à dfi = o sont ceux qu'on avait adoptés 
pour les oppositions passées : 

Éléments tK> Éléments el>, 

pour du. = o. pour e/^ = — o",3. ^l» — X, 

64. 51.21", 2 64.40. 48"9 -f- 10. 32* 3 

229.42. 3,6 229.53.42,7 — 11.39,1 

148. 5. 2,8 148. 5. 9,8 — 7,0 

6.34.55,8 6.34-57,7 — 1,9 

13.10,95527 i3. 10,65527 4 0,3 

4.43.26,5 4.42.47,7 -4- 38,8 



Lieux géocent. corresp. à «A». 



Longitude. 



Latitude. 



Lieux géocent. corresp. à o^,. 
Longitude. Latitude. 



Variations. 



^'C 



r/r 



185.52.1 1,7 
183.38.42,1 



7.24.27,2 
7.33.36,0 



i85.4ti. 6,5 
183.29. 3,4 



7.23.16,9 
7.32.22,0 



-hio. 5,2 
9-38,7 



-f-i .10,3 
-f-i .14.0 



On reconnaît que les variations sont inférieures aux erreurs, et que les écarts 
des lieux pour rfjUL = — o",3 marchent dans le même sens que les différences entre 
le calcul et l'observation de la dernière opposition. On est donc autorisé à conclure 
que la valeur à obtenir pour dfiy en sortant du système d'éléments JU, n'atteindra 
pas — 0^,3 et que son signe sera négatif. Comme le résultat reste le même, qu'on 
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utilise l'orbite <A, ou <A,| , il sera plus avantageux de corriger le système d'élé- 
ments <^| qui accidentellement, par Thypothèse favorable rf/x = — 0*^,3» concorde 
mieux avec les observations ; mais le signe de d[i sera à présent naturellement 
positif. 

Si donc on suppose que pour des valeurs quelconques de dii entre o",o et — o",3 
les variations des longitudes et latitudes restent encore proportionnelles à ces 
valeurs mêmes, il sera facile, maintenant que Ton connaît les changements des 
lieux pour une hypothèse sur rf|x, d'obtenir la correction pour rf|x qui fera dispa- 
raître les erreurs de la quatrième opposition. En désignant par ;^ le nombre 
abstrait qui fournira par son produit avec — o",3 cette correction, on aura 

Lieu V Longitude 6o5,a cosX x "~ '45,4 = o 

Lieu VI » 578,7 cosVx — i38,a = o 

Lieu V Latitude 70,3 ^ "" 19,6 = 

Lieu VI » 74?o x ~ '7>5 = o 

I^s termes indépendants de -^ sont les différences entre les lieux d'après l'or- 
bite X et les observations, X et X' les latitudes des lieux V et VI. 

La résolution de ces équations conduit au résultat ^ = o, 23948 ; la recti- 
fication du mouvement diurne de Torbite JUf est en conséquence égale à 
-h o",3 X 0,^3948 = 0,07184, et celui de l'orbite <A,= — o,!i!28i6. On peut à 
présent obtenir les autres éléments de la nouvelle orbite d'une manière double, 
selon qu'on corrige le système Jl> ou «lUi . Dans le premier cas, on ajoute à chaque 
élément de l'orbite fondamentale le produit formé de y^ et de la diflférence de 
deux éléments respectifs «A, — Jl,| ; dans l'autre cas, on introduit (?|x = — 0,22816 
dans le tableau page 357, et l'on additionne les valeurs résultantes avec les élé- 
ments de l'orbite X : 



Orbite X^, 


x(^^- 


- X^). 




Orbite ifb. 


1 n 
64.40.48,9 


1 
-f- 2 


n 

.3i,4 




/ a 
64.43.20,3 


229.53.4^,7 


— 2 


•47,4 




229.50.55,3 


148. 5. 9,8 


— 


ï;7 




148. 5. 8,1 


6.34.57,7 


— 


0,4 




6.34.57,3 


i3. 10, 65527 


-f- 


0,071 


[84 


13.10,72711 


4.4a.47j7 


-h 


9, a 




4.42.56,9 



Les nouveaux éléments laissent encore subsister les erreurs suivantes entre 
l'observation et le calcul, trouvées par une comparaison directe : 
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Observation — Calcul. 
Lieux. fiJÇ^ fi\ 

I. i857Juin..i7 —3*54 H- i*93 

n. i857 Août 17 ~ a,54 -h a, m 

m. i 858 Sept. 3 -hio,35 —1,80 

IV. i860 Janv. 6 —3,47 4-3,65 

V. 1861 Avril 10 -+- o,5o 4- 2,60 

VI. i86i Avril 22 -h 0,70 —0,20 

La situation de cette orbite, comme le fait voir la petitesse des erreurs, ne 
saurait différer que très-peu de celle que l'orbite la plus probable occupe dans 
l'espace. Le but proposé se trouve donc complètement atteint. C'est d'après ce 
système d'éléments que le calcul des perturbations a été repris depuis le a janvier 
1860 et poursuivi jusqu'à l'époque de la cinquième opposition. Avant de sou- 
mettre ce système à un dernier travail de rectification, nous allons exposer les 
formules différentielles, conclues d'après Gauss, qui seront utilisées dans l'appli- 
cation numérique. 

Soient : 

/o la longitude moyenne de l'époque ; 

u la longitude du périhélie ; 

Q la longitude du nœud ; 

I l'inclinaison de l'orbite ; 

e l'excentricité et sin y = c ; 

a le grand axe; 

[JL le mouvement diurne; 

4L et X la longitude et la latitude géocentrique de l'astre ; 

/• et A la distance au Soleil et à la Terre, A' = A cos X ; 

L la longitude héliocen trique de la Terre; 

^ la distance de la Terre au Soleil ; 

V et C. l'anomalie moyenne et excentrique; 

u l'argument de la latitude; 

t le nombre de jours écoulés depuis l'époque ; 
alors on aura 

Longitude. 
^ = ^_!!îLqL^cos(aR,-«) + îi^sin (<.-«) C08(31L + Q-CT), 

VII. 46 
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dm A' \s1n2y / sinOPO ^ 



-^ = — ^ cos (^— Q) siiiM sin/, 

^ = . ^ + .06 .65 f ^ ^'" (.^- ^^ siu (3.L- «), 

^ ^ rsin . sin (^-Q) ^^^ -u)+t^ ^'" ^!^-^^ sin (OH. 4- Q - a) 
f/y A'cos<j>sin»)ÏL ^ ' y smOn ^ ' 



en mettant 



taiigOlL = ^^°g(-t Q) e^ tang31^ = sin «.— Sî) tangi, 

les conditions que — — - = -h ces (jC — D) et . ^ = -+- sini ne laissent sub- 
sister aucun doute sur le signe de ^ et «0^. 

Latitude. 

^X iisinoi ^2 .. )sia(X — X) ,^ ^w 

-5— = r-^\-^ hcosC I — K-^ — ^-coslOïl — u — Q) 

dm ^ \sin2^ / smQ ^ ^' 

a tances sin (X — >) , ^ ^ x 
1^ SinQ ^ cos(01L-Q+Q-g), 

rf^ «^ • -i • /T \ r sin (5'C> — >) , ^, 

— = -smlsm(L-i^)---^^-^cos(3fL-u-Q), 

dX r sinu cos« cos (-% — X) 

di A cos 3^3 



d\ 



= r ;^ 4- 206 265 ^ - 1. ^ sm (3ÏL-U-Q), 



du dl^ 3 fi A sinQ 

d\ rsinu sin (X — >) .^ ^» . <icos9sin(X — >) . /^ r\ . r\ \ 

-7- = T V-TT — ^ COS (art— M— Q) H --!• — ^-^r — ^sin(3n — Q4-Q— nr), 

d(f Acosf SinQ ^ ^' A sinQ ^ x. •» /^ 
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en posant tangO = — -^ — - — i-^^ 

^t= m ^'.- (§) w. . (^) .Q ^ (^) *. (f ) .. . (^) „„ 
•*'■ = (f ) ■"- m ^^ - (iff) ^îi - m ■"- m *- m -r 



Les valeurs numériques des coefficients des équations différentielles sont donc , 
déterminées au moyen de ce système de formules ; les données nécessaires cor- 
respondent à l'orbite '^. L'introduction de — > ^— et loocifi à la place de 

dwj dQ et lood^i offrait l'avantage d'avoir pour tous les coefficients des nombres 
à peu près de même ordre. Les équations sont établies sans qu'on ait eu égard 
à la mesure des poids. Il importait, dans les conditions actuelles, de ne pas trop 
atténuer l'influence des oppositions intermédiaires, à cause du nombre plus 
restreint des observations. Les oppositions de 1857 et de 1861, qui ont fourni les 
séries d'observations les plus nombreuses, sont représentées chacune par deux 
positions normales, de sorte qu'une prépondérance suffisante leur reste assurée. 
En tenant compte des poids, une opposition intermédiaire n'aurait pas même 
atteint l'importance d'une unique position normale des oppositions extrêmes. 



Équations différentielles. 
Longitude. 

o = -f- 1,6216^/9 — 2,3570 o,o8ao -22 -f-o,oi8oi tli — 3,4863 ioor/fx-|- i ,i6oof/<ï> -f- 3,54 

o = + i,3oi6r//j — 1,8358 0,0590 -=2 4-0,01991 di — 2,5863 ioof/fA-+- i,i3oor/y-|- 2,54 

o = H- 1 ,342or//jH- 1 )4ï9B — +0,0420 —22 —0,06593 di -^ 3,6794 100 f/p -f-2,2o85r/y —10, 35 

= 4-1 ,2959 dl^ 4- 1 ,7622 o,o55o —22 4-0,05952 di 4- 9, 1925 100 ^p — 1 ,6972 drf 4- 3.47 

o = -f- i.85i6é//j — 2,2678 — 4-0,0166 -22 — -0,1 0272 £// 4-21,8582 100 d^ — 2,2170 r/^ — o,5o 

o = H- t ,yyo6dl^ — 2,1846 — 4-o,oi43 -22 —0,10791 r// 4-20,8265 100 ^//x — 2,1167^/^ — 0,70 

46. 
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Latitude, 

o = — o,oo56f//, H-o,o3o9 h 0,6886 -22 -f. 1 , 3076 f/« 4- o , 1067 100 r/fx-f- 0,0476/^9 — i.gS 

o = — 0,0235 ri/, 4- o,o354 h 0,74^*6 — -f- i,oi59r//-ho,o545 \oo du. — o,oi65//y — a, 22 

o = — 0,1198 (U^ — 0,1409 h 1 ,5i66— 2^ — 0,7100 di — o,364o 100 r/f* — 0,1879^/» "+" ^.^^ 

= 4- o,o5o7r//. H- 0,1020 0,8911 -^ — i , 2486 r// 4- o, 2584 100 //f* — o,0285 d^ — 3,65 

= 4- 0.1 833 dl^ — 0,2704 1 >35i7 -— 4- 1 ,1159 r^// 4- 2,3270 100 d^ — o, i326r/^ — 2.60 

— 4- 0,1919^//, — 0,2833 1 ,2416 -^ -+- I ,i2Sodi 4- 2,4401 100 r/p — 0,1320//^ -h 0,20 

La vérification des équations différentielles peut s'opérer à l'aide d'une méthode 
tout à fait indépendante des données qui entrent dans le calcul des coefficients. 
En attribuant, en effet, aux éléments fondamentaux des variations arbitraires, on 
peut obtenir de deux manières les modifications des lieux géocentriques : d'une 
part, en introduisant dans les équations les différentielles des éléments ; d'autre 
part, en comparant les lieux géocentriques calculés pour les mêmes époques 
d'après les deux systèmes d'éléments. Relativement au choix des variations des 
éléments, il y a une double précaution à observer : elles ne doivent être ni trop 
petites, afin que la vérification puisse porter sur tous les chiffres des coefficients 
des équations, ni trop grandes, pour qu'on n'ait pas à redouter l'influence des 
termes d'ordre supérieur. 

L'examen attentif de la structure de ces équations permettra de porter un juge- 
ment à priori sur la nature d'une partie des résultats à obtenir. Les trois opposi- 
tions antérieures sont représentées par les quatre premières équations. On y 
remarque que non-seulement les coefficients de drs et dfi sont affectés du même 
signe, mais encore que leurs valeurs numériques forment un rapport à peu près 
constant, quoiqu'il se présente une légère divergence lorsqu'on considère la qua- 
trième équation. On pourrait donc approximativement remplacer les différentielles 
de du et de rf|x par une seule inconnue se composant de l'une d'elles et d'un mul- 
tiple de l'autre, ce qui prouve que le groupe de ces équations ne peut servir à 
déterminer ces corrections indépendamment l'une de l'autre. L'impossibilité dans 
laquelle on se trouvait de conclure une valeur sûre du mouvement diurne est donc 
clairement expliquée. Cet inconvénient disparaît avec la quatrième opposition, 
représentée par les cinquième et sixième équations. Les coefficients de du et de dfi 
y sont affectés de signes différents ; la valeur numérique du dernier devient rela- 
tivement très-considérable. Ces deux causes réunies détruisent complètement le 
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rapport nuisible qui existait dans les premières équations, de sorte qu'on pouvait 
s'attendre, en ajoutant les conditions de la dernière opposition, à une détermina- 
tion précise de six corrections des éléments. 

I^ combinaison de l'ensemble des équations conduit aux six équations finales : 



14,4^^3 "L — lO, 1722 0.90248 -^ 

• 10 ^10 

i6,q85 h 0,02102—^ 

'^ 10 ' ^10 



4-0,07661 r//-f 80, 128 100 r/fx — 3,7649 r/y — 0,8983=0 
— 0,12077 r//— i,3o8 100 ^/fA -h 2, 4363 r/<p-- 22,616 — o 



^Q 



4-7,4480 1,2378 ^//— o,73i2 100 r/ fi — 0,17615^^4- 5,1880=0 



10 



7,1687 r/f 4- 0,6205 100 r/p 4- 0,17397 f/^ — 2,4937=0 
•4-526,57 1 00 f/fA — 84,963 </<p — 24,648 =0 

4-4i8oi r/<f» — 22,822 =0 



On en tire les corrections des éléments : 



Éléments primitifs. 
Époque i858,o Janv. t. m. de Berlin. 



tj = 

Q - 

t = 

P --^ 

? = 



64.43.20,3 
229.50.55,3 ) ,^„. ^ , 

6.34.57,3 
13.10,7271 I 

4.42.56,9 





Éléments conclus 




de lensemble 




des observations 


Corrections. 


des quatre oppositions. 


£/3îL~- —10,22 


/ w 

64.43.10,08 


</tar _ -h 7,14 


229.51. 2,44 


^Q =- 4,77 


148. 5. 3,33 


(U =4. 0,16 


6.34.57,46 


dyi =4- 0,00814 


4- i3. 10, 73525 


df =4-4,75 


4.43. 1,65 



Différences entre ï orbite adoptée et les observations. 



Observation — Calcul. 



Lieux normaux. 


Date. 


dL 


(Il 


1 


1857 Juill. 17 


+ 0*4 


+ 1^7 


2 


1857 Août 17 


— 0,3 


4- 2,4 


3 


1858 Sept. 3 


-t- 0,0 


— 0,0 


4 


1860 Janv. 6 


~ 0,2 


4- 3,4 


5 


1861 Avril 10 


4- 0,6 


-h 1,3 


6 


1861 Avril 22 


— 0,5 


- 1,6 



Les erreurs sont'minimes, leur signe change d'une position à l'autre, elles sont 
parfaitement réparties et ne trahissent aucune tendance vers un écart systématique. 
Le but proposé est donc atteint : le plus grand accord possible pour l'époque don- 
née des observations est établi entre l'orbite conclue et celle que parcourt réelle- 
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meut Tastre dans l'espace. Nous pouvons espérer que le résultat obtenu satisfera 
pleinement aux exigences les plus rigoureuses. 

11 ne reste plus qu'à faire voir avec quel degré d'exactitude les six éléments de 
l'orbite se déduisent de l'ensemble des observations. On peut en juger par l'examen 
du tableau ci-après, où les éléments et les erreurs relatives sont présentés en fonc- 
tion de la différentielle du mouvement diurne. On remarque que d^i ne peut varier 
que de deux ou trois millièmes de seconde d'arc autour de sa valeur la plus pro- 
bable, qui est égale à 0,00814. En comparant ce dernier tableau avec celui des 
oppositions antérieures, on constatera la grande différence des deux séries des 
coefficients de âfi ; ces termes sont actuellement beaucoup plus considérables, de 
sorte que rZ/x en résulte environ avec cent fois plus de précision. 



Observation — Calcul. 



Éléments. 



64.43. 9,54 4- 66,9 ^/f* 
229.51. 7,19 — 583, o (ifi 
148. 5. 1,91 4- 173,97 f^l^ 

6.34.57,62 — 19,97 r/fx 
13.10,727114- dyi 

6.42.57,92 4- 459,0 fiu. 



^ 3';8i 4- 517,4 dii 
— 3,01 4- 3o6,i din 
-f- 4» 95 — 608,2 r/fA 
~ 5,28 4- 633,4 di». 
4- 3,42 — 347,1 r/jx 
4- a, 1 1 — 326,9 ^f* 



dt. 



4- 1,86 — 19,6 r/p 
4- 2,36 — 0,8 du. 

— 0,14 4- 12 j I du 
4- 3,35 4- 10,2 du 
4- 1 ,65 -— 47 î 5 r/^ 

— 1 ,09 — 56,8 f/fx 



L'éphéméride de la cinquième opposition est construite au moyen du dernier 
système d'éléments d'une manière analogue k celles des oppositions passées: 
Xjj et z sont les coordonnées rectangulaires équatoriales pour l'équinoxe de jan- 
vier 1 857 janv. o ; Ç, >3 et Ç, les perturbations respectives tirées du tableau page 345 ; 
V et r, anomalie vraie et rayon vecteur. 

X — ^9,999 2010 sin («^4- 32o. i . 13,76) 4~ ?? 
r = r9,978 6237 sin (<'4- 23i. 8.22,06) 4->3, 
z = r9,494 3335 sin (<• 4- 219.22. 14, 56) 4- Ç. 

Éphémèride pour l'opposition en 1 862 . 



o** de Berlin. 


Asc. droite. 


Déclinaison. 


logA. 


1862 Juill. 23 
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— l3.12. 2,2 


0,212 2322 
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21. 3. 6,32 


— 13.17.34,5 




25 


21. 2.19,04 


— i3. 23. 11,0 




26 


21. 1.3l,20 


— 1 3 . 28 . 5 I , 5 




27 


21. 0.4^)85 


— 13.34.35,7 
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28 


20.59.54,05 


— i3.4o.23,2 
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20.59. 4,87 


— i3. 46.13, 7 
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o,4'^5 2980 
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0* de Berlin. 


Asc. droite. 


Déclinaison. 
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Il a été possible, avant que l'impression ait été terminée, de comparer une po- 
sition de l'astre avec l'éphéméride. L'accord est très-grand. L'observation équa- 
toriale faite à Paris le ^5 juillet i86a donne ce résultat : 

Observation — Calcul. 



i862. Juillet 25 



dX = — i»,i, 



./« = -h 7*. 
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MÉMOIRE 



SUR 



L'APPLICATION DE PHÉNOMÈNES CAPILLAIRES 



À LA 



CONSTRUCTION DE DIVERS THERMOMÉTROGRAPHES, 



Par m. E. BARBIER. 



Introduction d'une bulle d 'air dans un thermomètre Doulcet. 

I.e thermomètre de Rutherford à minimum contient un index d'émail que Tal- 
cool entraîne en se contractant, mais qu'il ne pousse pas en se dilatant. 

M. Doulcet \\\ des index de Rutherford mal construits rester station naires, alors 
qu'ils devaient reculer; il remarqua en outre qu'ils tombaient jusqu'au ménisque 
du liquide sous l'action de la pesanteur : cette observation lui inspira 4'idée de 
son thermomètre à maximum. Si dans un thermomètre à alcool, placé la boule en 
haut, on met un index en forme d'épingle émoussée, imaginé par M. Baudin, de 
manière que cet index tombe la pointe en avant, l'épingle s'arrêtera au ménisque 
de l'alcool. L'index étant ainsi placé ne suit pas tous les mouvements de la colonne 
liquide'. S'il y a échauffement, il avance avec elle ; mais s'il y a refroidissement, il 
reste stationnaire. Tel est le principe ingénieux du thermomètre de M. Doulcet. 
L'index qui a ainsi noté un maximum par sa pointe a une fixité telle, que le ther- 
momètre peut être remué vivement sans que l'indication soit faussée. 

Le thermomètre Doulcet donne aussi bien les maxima que les minima, et il 
donne les minima à la manière d'un bon thermomètre de Rutherford. Cependant, 
la position renversée du thermomètre permet à une portion du liquide de couler 
peu à peu le long des parois du tube; c'est peut-être l'inconvénient principal du 
thermomètre Doulcet. 

Une circonstance accidentelle a fourni à M. Doulcet l'idée d'un thermomètre à 



370 THEKMOMÉTROGRAPHES A BULLE D'AIR. 

importantes de la bulle d'air, des index et du tube, qui permettent d'employer un 
même instrument en diverses circonstances où ses indications sont utiles. 

Quelque ennuyeuse que soit l'exposition de phénomènes dont on ne voit pas 
immédiatement l'application, j'exposerai d'abord les modifications que le jeu des 
index permet de produire dans la colonne d'alcool, puis l'application de ces mo- 
difications à des combinaisons qui peuvent être utiles pour la connaissance des 
mouvements de la température en l'absence de l'observateur ou dans des lieux 
inaccessibles à l'observateur. 



Phénomènes produits par le jeu d'un index dans le thermomètre à alcool. 

i^ Un index placé dans la boule du thermomètre tombe naturellement la tête 
la première, si l'on met l'instrument sans trop de lenteur dans une position ren- 
versée; l'index, comme une flèche, tend à tomber toujojurs par le même bout. La 
tête s'appuie sur le ménisque si le thermomètre reste renversé, retombe si le ther- 
momètre esl redressé, et joue le rôle d'index à minimum si le thermomètre est 
horizontal. Cet index se déplace facilement dans le tube, soit sous l'influence de 
petites secousses, soit sous l'action de la pesanteur agissant si l'on incline suffi- 
samment le tube. 

2° Un index s'introduit de la boule du thermomètre dans le tube la pointe en 
avant si, faisant tourner lentement le tube horizontal entre les doigts, on l'incline 
peu à peu jusqu'à le renverser complètement. On arrive bien vite à produire ce 
phénomène sans suivre des yeux l'index ; mais si on le suit, on verra que sa tête 
reste toujours au point le plus bas de la boule du thermomètre, jusqu'à ce que le 
mouvement de rotation engage la pointe dans l'espèce d'entonnoir qui se trouve 
à l'entrée du tube. Le thermomètre étant complètement renversé, l'index descend 
sous l'action de la pesanteur, jusqu'à ce que sa pointe rencontre le ménisque >et 
s'y arrête. Si la température s'élève aloi^s, l'index continue à reposer sur le mé- 
nisque; mais si la température s'abaisse, l'index reste en place, déforme et perce 
le ménisque, et il s'attache alors au tube à la manière des pailles qui se collent 
aux vitres humides. Cette adhérence est assez forte pour que le tube puisse être 
remué dans toutes les positions possibles sans qu'il en résulte de déplacement 
pour l'index. 

Remis dans la position verticale ordinaire et chauffé, le thermomètre indique 
par la chute de l'index l'instant précis où le ménisque du liquide en atteint la 
pointe. 

Dans une position horizontale, l'index est immobile dans le tube; bien que le 
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ménisque le sollicite, il ne Tentraîne pas. L'index lui présente la tête lorsque la 
partie qui est hors de Talcool le maintient fixé au tube; dans tous les autres cas, 
Tindex présente sa pointe au ménisque auquel elle n'offre pas une prise suffisante 
pour que l'index soit déplacé. On comprend donc assez facilement cette immobi- 
lité de l'index dans un tube horizontal lorsque l'index a été introduit de la boule 
dans le tube du thermomètre, la pointe en avant. 

On peut laisser l'index dans la partie du tube que l'on voudra, et même au 
point précis que l'on aurait déterminé ; il suffit de renverser le thermomètre et de 
le chauffer jusqu'à ce qu'il atteigne le point demandé, l'index y arrive et n'en 
revient pas lors du refroidissement. 

De cette manière, on peut se débarrasser d'un index en le mettant assez loin 
dans le tube pour que le ménisque ne l'atteigne pas, jusqu'au moment où l'on 
voudrait le reprendre pour s'en servir après l'avoir ramené dans la partie utile du 
tube thermométrique. Pour reprendre l'index, il suffit de chauffer jusqu'à ce que 
le ménisque dépasse l'index, et de laisser tomber celui-ci par son propre poids. 
On l'arrête au point convenable en mettant le tube horizontalement. 

3** On peut laisser un index la tête en avant en tel point qu'on voudra de la 
partie du tube occupée par le liquide, en l'y amenant par l'inclinaison du tube 
ou un refroidissement suffisant. Le tube doit être horizontal pour que l'index 
reste en place jusqu'au moment où le ménisque le ferait reculer vers le réservoir 
du thermomètre. 

Voyons dès maintenant comment on peut mettre l'index tête en avant en un 
point du tube donné en dehors du liquide. 

On échauffe le liquide jusqu^à ce qu'il atteigne le point demandé; une inclinaison 
donnée au tube y amène aussi l'index ; cela fait, une secousse donnée au ther- 
momètre sur la paume de la main fait sortir la tête de l'index hors du liquide; le 
refroidissement peut continuer, l'index reste immobile dans toutes les positions, 
jusqu'à ce que le liquide vienne le dépasser. On pourrait, au moyen de petites 
secousses auxiliaires, amener l'index à un point déterminé d'une manière précise 
en dehors du liquide. 

Remarquons que l'index crève un ménisque par la tête comme par la pointe, si 
on laisse tomber le thermomètre dans le creux de la main, dans le sens même où 
l'index doit se mouvoir un peu pour crever le ménisque. On peut laisser tomber 
le thermomètre sur la couverture d'un livre, et alors on imite la méthode employée 
par les ouvriers pour emmancher leurs outils. 

4® N'oublions pas qu'un index est comme fixé au tube lorsqu'une de ses parties 
(vers la tête, la pointe ou le milieu, peu importe) n'est pas plongée dans l'alcool; 
cette fixité est assez grande pour que Tindex perce, dans ces conditions, par la 

47- 
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tête aussi bien que par la pointe, les ménisques liquides qui se présenteraient à 
lui par suite des variations de la température. 

5** Je suppose Tindex en tout ou en partie hors de Talcool, et par suite immobile 
dans le tube. Lorsque, par une lente variation de la température, un ménisque 
est amené dans ces conditions contre la pointe de Tindex, la partie liquide touchée 
par la pointe passe peu à peu vers la tête de Tindex, de telle sorte que le ménisque 
soit immobile à la pointe de l'index. Pour que ce phénomène se produise, il suffit 
que la pesanteur favorise le mouvement du liquide ; la force centrifuge ménagée 
permet à ce phénomène de se produire un peu moins lentement. 

Dans le cas où Tindex est tout entier hors de Talcool, on voit le liquide se ras- 
sembler à la tête de Tindex. Il passe de la pointe à la tête de l'index d'une manière 
presque invisible et pour ainsi dire latente; le canal capillaire compris entre 
l'index et la paroi du tube à laquelle il est comme collé sert de passage au liquide. 
Ce canal, bien que très-petit, suffit au mouvement du liquide produit par les 
variations de la température de l'air qui entoure le thermomètre, telles que celles 
qui se produisent quand on transporte l'instrument d'une pièce chauffée à l'air 

froid. 

Au moment où une partie du liquide appuie son ménisque sur la pointe d'un 
index tout entier hors de l'alcool, si par des secousses on empêche le liquide de se 
rassembler à la tête de l'index, il coule le long des parois et ne se rassemble que 
plus bas dans le tube. 

6® On peut produire une bulle au moyen d'un index introduit dans le tube la 
pointe en avant. Pour cela, on laisse la température s'abaisser de manière que la 
tête de l'index reste seule dans le liquide. Tenant alors le thermomètre la boule 
en haut, ayant le bras allongé, on le fait aller deux ou trois fois à la manière d'un 
pendule et on redresse l'instrument. I^ peu de liquide que la force centrifuge a 
fait couler le long des parois redescend pour se rassembler à la tête de l'index 
sortie du liquide ; de là une bulle qu'on fait, avec un peu d'habitude, de la lon- 
gueur que l'on veut. Il suffit de faire varier légèrement la température du ther- 
momètre avant que le liquide se soit rassemblé à la tête de l'index, pour régler 
cette longueur. 

On agrandit la partie liquide séparée en élevant lentement la température du 
thermomètre tenu la boule en haut. Par un refroidissement, l'index se logera 
ensuite de lui-même dans la partie séparée; la bulle d'air ne pourra plus dès lors 
que le pousser en avant. 

Quelques secousses un peu fortes font repasser l'index à travers la bulle d'air 
sans la faire disparaître. L'index descend dans la boule du thermomètre; il y a 
une bulle dans la colonne liquide, et l'index peut se présenter à elle par la tête 
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ou par la pointe et la traverser, moyennant des secousses sur la paume de la main. 
On peut faire faire plusieurs fois la navette à Tindex sans détruire la bulle d*air. 

7** Une bulle peut être produite d'une manière bien plus commode, au moyen 
d'un seul index ayant la tête en avant. On lui fait crever le ménisque de manière 
qu'une partie de l'index, égale en longueur à la bulle qu'on veut produire, sorte 
du liquide; il suffit d'une secousse. On fait aller le bras en pendule moins vive- 
ment que dans le cas précédent ; il ne faut pas retourner le thermomètre qui a la 
boule en haut. S'il est nécessaire, en chauffant un peu le thermomètre, on allonge 
la partie séparée de manière que l'index puisse s'y loger par un refroidissement. 

Le même procédé peut servir à couper une bulle un peu longue en deux parties ; 
pour cela, on amène la tête d'un index au point où l'on veut couper la bulle ; le 
mouvement qu'on a déjà employé produit la séparation, et la bulle qui est tra- 
versée par l'index monte au plus haut de l'index qui la traverse. 

L'index se trouve alors entre les deux bulles, et on le fait passer à travers Tune 
ou l'autre par des secousses données au thermomètre, ainsi qu'on l'a \m précé- 
demment. 

8® Une bulle traversée par un index se comporte le long de l'index comme la 
bulle d'air d'un niveau très-peu sensible. De petites trépidations la rendent moins 
paresseuse. 

Il est remarquable qu'une bulle non sphérique, isolant complètement Tune de 
l'autre les deux parties liquides qu'elle sépare, se déplace sous l'influence des 
incUnaisons diverses données au tube, une fois qu'elle a été traversée par le fil qui 
fait le corps de l'index. 

Le passage du liquide est lent, puisqu'il se fait par un très-petit canal. 

Les constructeurs ont pu remarquer qu'une bulle qui ne se meut pas dans un 
tube capillaire monte le long d'un 61 qui le transperce, puisque très-souvent ils 
font disparaître les bulles qui divisent une colonne liquide capillaire en y intro- 
duisant un fil. 

Peut-être ces bulles, rendues sensibles aux différences de niveau par l'intro- 
duction d'un fil, pourraient-elles servir dans un liquide très-fluide à donner des 
niveaux de très-petites dimensions, utiles, malgré leur peu de sensibilité, à cause 
de leur petitesse même. 

9® Une bulle se meut facilement à la pointe d'un index, de manière à être tra- 
versée complètement par l'index, ou à s'en dégager complètement, par suite des 
variations de la température et des positions données au thermomètre. Mais une 
bulle ne se comporte de même à la tête d'un index que si l'on a recours aux 
fortes secousses, qu'on obtient en laissant tomber l'instrument guidé par une main 
dans le creux de l'autre main ou sur la couverture d'un livre. 
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Principaux phénomènes produit* par le jeu d'un index. (Suite.) 
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Introduire un index par la tête ou par la pointe, Tamener en un point déter- 
miné, même à travers plusieurs bulles, faire passer du liquide vers la télé de 
Tindex, produire une bulle, la déplacer dans la colonne liquide en la rendant 
sensible aux inclinaisons du tube ou en faisant passer du liquide d'une extrémité 
à Tautre d'un index traversant la bulle, couper une bulle en deux (par refroi- 
dissement ou échauffement lent) et réunir deux bulles en une seule, sont des 
problèmes que les mouvements qui viennent d'être décrits résolvent ou donnent 
le moyen de résoudre. 

Ces problèmes se rencontrent loi'squ'on veut diminuer une bulle d'air trop 
longue, allonger ou raccourcir une partie de la colonne liquide, rassembler le 
liquide en une seule colonne continue. 

On peut, par la combinaison de ces problèmes, faire descendre sans une multi- 
tude de secousses un index même placé trop haut dans le tube pour que la chaleur 
des mains, la seule dont on veuille disposer, puisse y faire monter la colonne 
thermométrique . 

A cet effet on produit, par des secousses ou la force centrifuge, une partie 
liquide séparée du reste du liquide par une très-longue bulle qui ajoute à la lon- 
gueur de la colonne. Si on élève la température, cette partie séparée peut saisir 
Tindex qui, sous l'action de la pesanteur, descendra avec lui lors du refroidisse- 
ment. Cette partie séparée pourra être immédiatement détruite, et l'index saisi par 
la colonne liquide continue. 

I.e problème dont nous venons d'indiquer la solution ne se présentera que si le 
thermomètre a été soumis à des secoussea extrêmement fortes, ou à une tempé- 
rature élevée. En montrant comment on répare un tel accident sans autre source 
de chaleur que les mains, j'ai voulu faire voir qu'on peut toujours éviter de faire 
agir sur le thermomètre des sources de chaleur énergiques qui déplaceraient au 
moins momentanément son zéro. 

Production spontanée des bulles par le jeu des deux index. 

Lorsque les deux index sont dans la boule, il faut les introduire successivement 
dans le tube. Pour cela, on les introduit tous les deux par la pointe ; l'un prend un 
peu d'avance sur l'autre : on les ramène vers la boule jusqu'à ce que l'un culbute, 
l'autre reste dans le tube. Pour faire glisser ainsi les deux index vers la boule, on 
tient le tube incliné et on le fait tourner lentement entre les doigts. On ne tâtonne 
pas pour produire cette séparation des deux index, pourvu qu'on emploie le pro- 
cédé qui vient d'être indiqué. Quand l'un des index est tombé dans la boule, on 
met vivement le thermomètre dans la position renversée : un index tombe, la 
pointe en avant, et suivi de l'autre index tourné en sens contraire. 
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Le système des deux index s'arrête quand la pointe du premier atteint le mé- 
nisque du liquide, un refroidissement amène le ménisque de Talcool au point de 
contact des index; si le thermomètre, ayant la boule en haut, continue à se refroi- 
dir, il se produit comme une hernie de Tair dans l'alcool, et cette hernie en se déta- 
chant fonne une bulle qui monte le long de l'index supérieur a la pointe duquel 
elle s'arrête. Elle est suivie d'une seconde bulle, celle-ci d'une troisième; la pro- 
duction de bulles élémentaires, qui se soudent en une seule, dure aussi longtemps 
que le refroidissement. Supposons qu'il se soit formé une longue bulle; en retour- 
nant le thermomètre et l'échauffant par le contact de la main, on produit Iv 
phénomène en sens inverse, on détache successivement de petites bulles de la 
bulle formée; lorsque la bulle réduite n'a plus que la longueur d'un index, on ne 
prolonge ce phénomène que si l'on emploie des secousses convenables. 

Une ou deux buljes élémentaires suffiront pour les bulles utiles. 

J^orsqu'une bulle utile s'est formée, on arrête la formation des bulles élémen- 
taires en arrêtant le refroidissement; si l'on chauffe le thermomètre en lui laissant 
la boule en haut, on augmente la longueur de la partie séparée, et im refroidiss(»- 
ment logera l'un des index dans cette partie du liquide. 

Le thermomètre, refroidi la boule en bas, contiendra bientôt un index collé au 
tube, et un index reposant par sa pointe sur la bulle d'air; il sera facile, par 
les mouvements de chacun des index, de les mettre successivement dans tout(;s 
les situations possibles, par rapport à la bulle d'air et au liquide. D'ailleurs, au 
moyen d'un index, la bulle pourra être déplacée dans la colonne liquide autant 
qu'on le voudra. 

Cette production spontanée des bulles élémentaires est constante, toutes les 
fois que la tête du premier index introduit est assez grosse pour protéger l'autre 
contre le mouvement que le ménisque tend a lui imprimer; dans tous les cas, 
une petite secousse ou le mouvement de pendule produit une bulle élémen- 
taire, même quand il n'y a pas entre les têtes des deux index l'inégalité de gros- 
seur convenable pour que la production des bulles soit spontanée. .Souvent, pour 
empêcher l'entraînement de l'index supérieur par le ménisque, il suffit de ne pas 
tenir le thermomètre tout à fait verticalement, et de l'incliner de telle sorte que 
la bulle, qui tend au plus haut, passe au-dessus des deux têtes en les effleurant 
sur le côté. 

Lorsque cette production de bulles se fait d'elle-même, ce qui arrive toutes les 
fois qu'un index à grosse tête est suivi d'un index à moins grosse tête, on peut, 
par de simples variations de température, mettre une série de bulles égales et équi- 
distantes dans la colonne d'alcool. Le même problème est résolu, moins élégam- 
ment, lorsque la production des bulles n'est pas complètement spontanée. 

VIL 48 
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J'ai voulu, en indiquant les principaux changements qu'on peut, par le jeu des 
index, produire régulièrement et sûrement dans l'intérieur du thermomètre, mon- 
trer qu'on devient maître de produire toutes les dispositions possibles de bulles 
d'air et de parties liquides. Les index se placent aussi dans une colonne ainsi 
coupée par des bulles aux points que l'on veut. 

Tous ces changements peuvent avoir leur utilité; mais quelques-uns seulement 
seront indispensables ^our construire les divers indicateurs thermométriques que 
fournit le thermomètre à alcool contenant deux index. 

Dimensions qu'il cornaient de donner aux diverses parties de t instrument. 

Le tube thermométrique a un diamètre intérieur de i demi-milUmètre, les 
degrés occupent sur la tige environ /| à 5 milHmètres. 

Un index a une longueur de 6 millimètres environ et une tête dont le diamètre 
est les 6 ou les 7 dixièmes de celui du tube dans lequel il doit se mouvoir. L'instru- 
ment contient deux index dont les pointes sont seulement émoussées de manière 
à ne pas présenter d'arêtes vives. Les bulles n'auront pas plus de 2 à 3 milUmètres 
de longueur; la partie liquide, séparée quand elle sera destinée à loger un index, 
pourra n'avoir que i à 2 millimètres de longueur de plus que l'index. 

On fait jouer dans le tube un seul index en mettant l'autre assez loin hors du 
liquide, jusqu'à ce qu'on ait besoin des deux index à la fois. 

Il convient de fermer le thermomètre à une basse température. 

Un thermomètre suffisant pour les observations météorologiques a de 3o à 
35 centimètres de long; avec sa gaine de coton et son étui en fer-blanc, il ne pèse 
pas j 00 grammes. 

THERMOMÈTRES A BULLE D'aIR. 

Thermomètres horizontaux qui ne doivent pas être remués pendant les expériences. 

i . Thermomètre à minimum de Rulherford. — Il suffît d'introduire l'index la tête 
en avant (i®) dans le thermomètre à colonne liquide continue, pour avoir un ther- 
momètre de Rutherford horizontal. Ce thermomètre et tous les thermomètres 
horizontaux qui suivent doivent être inclinés de la tige vers la boule. 

2. Thermomètre donnant le minimum qui suit une élA>ation de température 
suffisante. — L'index étant mis en dehors du liquide (3*^), lorsque le ménisque 
aura dépassé la tête de l'index, celui-ci jouera le rôle de l'index à minimum du 
thermomètre de Rutherford. 

3. Thermomètre qui donne le minimum et en même temps la plus grande oscilla- 
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tion ascendante, — L'intervalle entre un minimum de la température et le pre- 
mier maximum qui le suit est une oscillation ascendante de la température. 

Lorsque la température minimum précède la température maximum^ la plus 
grande oscillation ascendante est la différence même de ces deux températures 
extrêmes; dans ce cas le thermomètre donnerait à la fois le maximum et le mini- 
mum par un seul index, puisqu'il donne le minimum et la distance du minimum 
au maximum. 

Pour obtenir cet instrument, produire une petite bulle avec un index ayant la 
tête en avant, donner à la colonne liquide séparée une longueur un peu plus 
grande que rindex(7^) et mettre le thermomètre horizontalement. Le minimum 
sera donné par la tête de l'index. La longueur de la colonne liquide séparée diffé- 
rei'a d'une quantité facile à déterminer de la longueur de l'oscillation ascendante. 

Si on le désire, on peut, en faisant sortir l'index du liquide en un point déter- 
miné, n'avoir les indications précédentes que pour les températures postérieures à 
une certaine élévation de température. Lorsque le ménisque dépasse l'index, il 
faut considérer comme oscillation ascendante la quantité dont il le dépasse. 

4. Thermomètre donnant le maximum dans la position horizontale. — Produire 
une bulle et loger l'index pointe en avant dans la partie liquide séparée, convena- 
blement allongée (6^). Placé horizontalement, le thermomètre donnera le maxi- 
mum de la température. 

Le point indiqué par la tête de l'index est distant du point que le ménisque 
aurait atteint, si la colonne liquide avait été continue, de la difiérence des lon- 
gueurs de la partie séparée et de la bulle. De là une correction qui peut être regar- 
dée comme constante à la lecture du point correspondant à la tête de l'index. Si le 
liquide séparé a une longueur égale à la somme des longueurs de la bulle d'air et de 
l'index, la lecture correspondant à la pointe de l'index donnerait la température 
maximum sans correction; je me suis quelquefois astreint à cette condition, en 
mettant en état un thermomètre à maximum de ce genre. 

Dans tous les cas, il suffirait de noter une fois pour toutes la différence des lec- 
tures faites au même instant à la tête de l'index et au ménisque d'un thermomètre 
étalon, pour avoir, dans une série d'expériences, la différence sensiblement con- 
stante entre la lecture correspondant à la tête de l'index et le maximum. 

Cette comparaison, avec un thermomètre étalon, donne de la manière la plus 
précise la correction constante à apporter aux lectures ; mais elle n'est pas indis- 
pensable; la détermination de la différence des longueurs de la partie liquide 
séparée et de la bulle se fait directement avec la précision nécessaire. 

3. Supposons qu'une bulle sépare une colonne d'alcool assez longue de la co- 

48. 
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lonne liquide continue, et qu'entre cette bulle et le réservoir du thermomètre soit 
un index ayant la pointe en avant. 

I/index ne se déplacera pas, quels que soient les changements de la tempé- 
rature (2*^); mais la colonne séparée aura une longueur décroissante, si la tempé- 
rature s'abaisse graduellement, et restera invariable si la température s'élève en- 
suite; sa longueur et la position connue de Tindex détermineront le minimum de 
la température. 

Il importe de remarquer que, le minimum ayant eu lieu, on peut redresser le 
thermomètre et le déplacer, sans changer la longueur de la colonne liquide séparée. 
De sorte que Ton peut connaître le minimum malgré ces déplacements, pourvu 
que la position de Tindex soit connue ; il suffirait que l'index fût soudé au tube par 
sa tête pour avoir un thermomètre à minimum qu'on puisse déplacer sans en altérer les 
indications. On ferait les observations en laissant le thermomètre dans la position 
ordinaire j et t instrument donnerait les minima des lieux inaccessibles à l'observateur. 

6. On aurait d'une manière toute semblable un thermomètre donnant les 
maxima par une colonne liquide variable; l'index, tète en avant, serait au delà de 
la bulle. Le thermomètre ainsi disposé donnerait les maxima dans une position 
horizontale; avec un index soudé, il donnerait les maxima dans une position 
renversée. 

7. Thermomètre donnant à la fois le maximum et le minimum. — Ce thermomètre 
étant le plus important de tous ceux auxquels donne lieu le thermomètre à 
bulle d'air, je vais entrer dans quelques détails sur sa construction et son usage. 

Construction. — i® Si l'un des index est hors de l'alcool, la pointe en avant, et 
l'autre dans la boule du thermomètre, il faudra produire une bulle et remettre ce 
dernier index dans la boule du thermomètre pour avoir un instrument donnant à 
la fois le maximum et le minimum. Pour produire la bulle, on introduit le second 
index la tête eb avant jusqu'au ménisque du liquide; une secousse, obtenue en 
laissant tomber l'instrument guidé par une main dans le creux de Tautre main ou 
sur la couverture d'un livre, fait sortir la tête et une partie de l'index hors de 
l'alcool. On donne à cette partie émergée la longueur de la bulle qu'on veut ob- 
tenir par de légères variations de température. 

On prend alors l'instrument par le milieu de la tige, et, tenant la boule en haut, 
le bras étendu, on fait osciller le bras en pendule ; il n'y a pas besoin d'une grande 
vivacité : une ou deux oscillations du bras sufBsent, une bulle est faite. 

Par une lente élévation de température, on donne à la partie liquide séparée 
une longueur de 2 à 3 millimètres plus grande que celle d'un index, et, par 
quelques secousses obtenues comme on Ta vu, on fait repasser l'index dans la 
boule du thermomètre. 
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2° Si les deux index sont dans la boule du thermomètre^ on commencera par les 
introduire l'un et l'autre (2*^) la pointe en avant dans la tige; l'un prend l'avance, 
et, inclinant la tige, on fait rentrer dans la boule celui qui est en retard : quelques 
trépidations imprimées au tube qu'on fait tourner entre les doigts dans cette po- 
sition inclinée amènent bientôt un index à culbuter dans la boule du thermomètre. 
Cela fait, on renverse tout à fait le thermomètre ; le retardataire tombe la tête en 
avant à la suite de l'index qui l'a devancé, les deux index arrêtés par le ménisque 
de l'alcool ont leurs têtes qui se touchent. On chauffe à la main le thermomètre, 
puis on le pose horizontalement pour le laisser refroidir, et quand un des index 
est sorti de l'alcool, on se trouve dans les conditions où l'on a vu la manière de 
construire l'instrument. 

Pour éviter d'avoir à mettre les index dans une direction convenable, on fait 
souder un arrêt à l'entrée du tube. 

Mise en expérience. — Lorsqu'un des index est dans la boule et l'autre au delà 
de la bulle d'air vers laquelle il tourne la tête, pour mettre l'instrument en expé- 
rience on le chauffe dans la position ordinaire jusqu'à ce que l'index se loge dans 
la partie liquide séparée; on laisse alors l'instrument se refroidir dans cette posi- 
tion verticale, enfin l'on renverse l'instrument pour faire tomber, la tête en avant, 
l'index qui était dans la boule. L'instrument placé horizontalement est prêt à 
donner un maximum et un minimum. 

Mode d* observation . — On note le point indiqué par la tête de l'index à mini- 
mum, puis le point indiqué par la tête de l'index à maximum; on peut alors 
remettre l'instrument en expérience, ainsi qu'on vient de le voir. 

Correction. — Nous savons déjà (4) qu'il faut élever la température indiquée 
par la tête de l'index à maximum d'une quantité constante qu'on peut déterminer 
facilement, une fois pour toutes, ainsi que nous l'avons dit. 

Il faut élever la température de l'index à minimum d'une quantité égale au 
nombre de degrés correspondant à la partie liquide séparée. Cette quantité peut 
être regardée comme constante. 

Cette correction se fait comme la correction relative au déplacement du zéro. 

On peut aussi la faire de la manière suivante : couper deux bandelettes de pa- 
pier fort à la longueur de la partie séparée, raccourcir l'une d'une quantité égale 
à la longueur de la bulle d'air. Pour avoir le maximum, on porte à partir de la 
tête de l'index du maximum la longueur de la bandelette courte. L'extrémité de 
cette bandelette indique sur la graduation le maximum. 

On fait de même pour avoir le minimum; à partir de la tête de l'index, on porte 
la bandelette longue et on lit le minimum à l'extrémité de la bandelette. 

Un curseur de papier tient lieu des deux bandelettes si on le découpe conve- 
nablement. 
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J'ai pu transporter plusieurs instruments réunis sur un même support, sans autres 
précautions que celles qu'il fallait pour ne pas les briser, monter et descendre 
plusieurs escaliers sans que les bulles fussent déplacées d'une manière appréciable. 

J'ai vu une bulle d'air persister plus d'un mois sans altération dans un thermo- 
mètre vertical protégé seulement contre les chocs violents, et rien n'annonçait que 
cette bulle dût finir. Je me suis assuré qu'une bulle persistait dans un thermo- 
mètre envoyé de Paris à Nice par les messageries, et qu'un thermomètre à colonne 
continue ne perdait pas cette continuité dans un voyage pareil. Je n'avais pris 
aucune précaution particulière, les thermomètres faisaient partie d'un colis plus 
considérable qui les garantissait des chocs violents. 

J'ai reconnu que le peu de masse de ces instruments leur laisse une assez 
grande sensibilité malgré le peu de conductibilité de l'alcool. Quatre instruments 
subissaient simultanément des oscillations dont la durée n'était que de quelques 
minutes, et l'étendue d'une fraction très-minime de degré. 

Avec des thermomètres à index à deux télés inégales, comme les index des 
thermomètres Doulcet, on ne peut incliner les thermomètres de quelques degrés 
de la tige vers la boule sans nuire à la précision de leurs indications. Mais j'ai fait 
construire pour les thermomètres horizontaux à bulle d'air des index n'ayant 
qu'une tête, l'autre extrémité est simplement émoussée au contact instantané 
d'une flamme. Ces index fonctionneraient mal comme index Doulcet, et fonc- 
tionnent parfaitement dans un thermomètre à bulle d'air incliné de lo^ de la tige 
vers la boule. 

Un index qui ne tomberait que par saccades jusqu'au ménisque du liquide 
dans le thermomètre Doulcet ne peut manquer d'être entraîné par la bulle d'air. 
La force d'entraînement des ménisques concaves est supérieure au poids des index 
à tel point, qu'il n'y aurait pas d'inconvénient à colorer le liquide employé dans 
les instruments à bulle d'air, tandis que le moindre dépôt de substance colorante 
dans le tube d'un thermomètre Doulcet pourrait nuire à la marche de l'index. 

H est nécessaire d'incliner légèrement les thermomètres à alcool fonctionnant hori-^ 
zontalementj pour que l'alcool qui se condense dans les périodes de refroidissement 
revienne vers la colonne liquide du thermomètre. Plus la température est élevée, 
plus il faut incliner le tube. Ainsi un thermomètre placé dans une étuve maintenue 
à une température de ^7® environ ne fonctionne bien qu'autant que le thermo- 
mètre a une inclinaison de 8** environ, sinon, au bout d'un certain temps, on 
trouve en dehors de la colonne liquide et de la partie liquide séparée une petite 
quantité de liquide déplacée par une véritable distillation. Avec une telle incli- 
naison, les index fonctionnent régulièrement et la bulle d'air pousse l'index du 
maximum et celui du minimum. Si les limites entre lesquelles varie la température 
viennent à s'écarter, les index s'écartent l'un de Tautre d'une manière correspon- 
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daiite. Le thermomètre, à la fois à maximum et à minimum, serait, je crois, spé- 
cialement utile pour l'étude du chauffage et de la ventilation des salles ; la distance 
des têtes des index marque immédiatement la grandeur des variations de'tempé- 
rature de l'air introduit ou expulsé. 

8. On peut, grâce à la bulle d'air, combiner le thermomètre qui donne le 
minimum et celui qui donne le maximum qui suit une certaine élévation de tem- 
pérature. Il suffit que la bulle d'air détache du liquide une assez longue colonne 
d'alcool. L'un des index sera poussé par une des extrémités de la bulle d'air; 
l'autre, placé d'abord en dehors du liquide, pourra être saisi par lui et donner, à 
partir de ce moment, le minimum. Si l'on trouve, à la fin d'une expérience, que 
la distance des deux ménisques est moindre que la distance des têtes des index, 
on en conclut qui! avant r élévation de température qui a permis au second index de 

fonctionner, la température avait subi un minimum quina plus été atteint postérieu- 
rement. On peut avoir en degrés le minimum absohi atteint d'abord et un mini- 
mum qui l'a suivi. 

9. Supposons deux bulles d'air entre lesquelles soit placé un index la pointe 
en avant. Lorsqu'après un maximum la température éprouve une oscillation 
descendante, la colonne liquide comprise entre les deux bulles grandit aux dépens 
de la partie liquide séparée; si celle-ci est assez longue, la longueur acquise par 
la partie entre les deux bulles mesurera la plus grande oscillation descendante de 
la température et pourra servir à la déterminer en degrés d'une manière assez 
exacte. Pour produire deux bulles séparées par un index, il suffit de couper en 
deux une bulle un peu longue par un index ayant la pointe en avant. 

Un second index, placé entre la première bulle et le réservoir, donnerait le 
minimum, et, avec ce seul instrument, on aurait le minimum, le maximum et la 
plus grande oscillation descendante. Mis en expérience le soir, ce seul thermo- 
mètre donnerait le maximum et le minimum du jour suivant, et peut-être, en outre, 
un minimum nouveau, au moyen de l'oscillation descendante. 

THERMOMÈTRES VERTICAUX POUR LES LIEUX INACCESSIBLES. 

I. — Thermomètres renversés. 

1 . Thermomètre à maximum, de Doulcet. — Il suffit d'introduire un index la 
pointe en avant et de tenir le thermomètre dans une position renversée. 

Ce thermomètre est fort simple; il n'a qu'un inconvénient : c'est de laisser 
s'écouler hors de la colonne continue une petite quantité de liquide qui va néces- 
sairement en augmentant pendant tout le temps que dure une expérience. 
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2. Si Ton suppose une bulle d'air traversée par un index tournant sa pointe 
vers la boule du thermomètre, on aura lin instrument dont la température peut 
s'élever lentement ou rester stationnaire, sans que l'index tombe jusqu'au mé- 
nisque du liquide ; mais l'index tombe si la température s'abaisse un peu. Ce 
thermomètre donne \e premier maximum parla longueur de la partie liquide séparée 
et la position première de l'index. Ainsi disposé, il indique une oscillation descen- 
dante de la température. Si la bulle est très-petite, il est sensible aux très-petites 
élévations de température. Le moindre réchauffement fait tomber V index. 

On peut recommencer une nouvelle expérience en retournant un instant l'in- 
strument et lui faisant subir une secousse dans le creux de la main ou sur la cou- 
verture d'un livre. L'index traverse la bulle d'air; alors le thermomètre, remis 
dans la position renversée, indiquera de nouveau une petite oscillation ascendante 
de la température par la chute de l'index. 

3. Dans le thermomètre à bulle d'air renversé, si un index tombe à partir du 
réservoir, la pointe en avant, il s'arrête à la buHe d'air, et il est prêt à marquer 
le premier maximum de la température. Cette indication prise, l'index reste 
immobile, malgré les variations lentes de la température. Ce thermomètre donne 
le premier maximum par la position de V index et la longueur première de la partie 
séparée. Cette partie séparée doit être assez longue pour qu'elle ne disparaisse pas 
après le premier maximum (4). 

Cette propriété de conserver une température au moyen d'un index fixe peut 
être utile dans les circonstances où l'on ne peut faire la lecture de la tempéra- 
ture au moment où il est utile de la connaître. Si la température s'élève, il suffit, 
par un moyen quelconque, de refroidir im peu le thermomètre pour que la bulle 
se fasse traverser, par l'index, qu'elle maintient ensuite immobile, malgré les 
variations lentes de la température. 

4. Le thermomètre, qui donne ainsi le premier maximum, n'indiquerait pour- 
tant que le maximum qui suivrait un abaissement de la température si un refroi- 
dissement considérable réiniissait la colonne séparée tout entière au reste du 
liquide. En effet, à partir de ce moment, le thermomètre est devenu un thermo- 
mètre à maximum de Doulcet. 

On conçoit, d'après cela, un index donnant le maximum qui suit un abaissement 
déterminé de la température. 

3. On peut combiner les thermomètres verticaux renversés i et 3, et Ton a 
dans un même thermomètre un index donnant le premier maximum delà tempe-- 
rature^ et l'autre donnant le maximum absolu de la température. Si les deux maxima 
notés par les index ne sont pas les mêmes, la distance des index a augmenté, et 
de ce fait on conclura que la température a subi au moins deux mcujcima successifs. 
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et que le maximum noté par le premier index est antérieur au maximum absolu noté 
par le second index. 

Pour remettre rinstrument en expérience, on le chauffe la boule en bas ; l'un 
des index tombe, l'autre est saisi par le liquide séparé. On laisse Tinstrument 
reprendre la température ambiante, puis on le renverse de telle sorte que l'index 
revienne de la boule vers la bulle d'air, la pointe en avant [i^). 

S'il est nécessaire, avant de remettre ainsi l'instrument en expérience, on donne 
à la colonne liquide séparée une longueur suffisante; pour cela, on introduit 
l'index de la boule la tête en avant, on lui fait traverser la bulle, sans toutefois le 
faire passer outre, et on élève la température du thermomètre, ce qui allonge la 
partie séparée; on fait passer l'index à travers la bulle et on le remet en place, 
comme on vient de le voir plus haut. 

IL — Thermomètres dans la position ordinaire. 

1 . Un index placé liors de l'alcool la pointe en avant tombe si la température 
fait remonter l'alcool jusqu'à mouiller tout l'index. Une fois tombé, l'index çiuit 
le mouvement de la bulle d'air. On le remettra facilement en place, si l'on veut 
recommencer une expérience. Pour cela, après avoir chauffé l'instrument à la 
température qu'il ne doit pas laisser dépasser sans retomber, on le retourne et on 
le laisse refroidir pour que le liquide abandonne l'extrémité de l'index; cela fait, 
on le met en place. Ce thermomètre accuse les élévations de la température qui 
dépassent un point déterminé à V avance. Construit avec des liquides peu volatils 
qui mouillent le verre, il serait un indicateur utile pour la surveillance du chauffage 
des machines à vapeur. . . 

2. Je suppose que l'on fasse tomber un index la pointe en avant et qu'on lui 
fasse transpercer une bulle : le thermomètre, placé dans la position verticale ordi- 
naire, indiquera une oscillation montante; la température s'abaissera sans déplacer 
l'index, mais ne s'élèvera pas sans le faire tomber jusque dans la boule en quelques 
instants. 

C'est donc un thermomètre donnant \e premier minimum. Nous allons en décrire 
un autre. 

3. Autre thermomètre donnant le premier minimum. — Je donnerai quelques 
détails relatifs à la construction de cet instrument et à ses applications. 

Construction. Introduire, de la boule du thermomètre dans la colonne liquide 
continue, un index la tête en avant ; pour cela, renverser le thermomètre. 

Par ime secousse, faire sortir la tête de l'index hors de l'alcool et produire une 
bulle par le mouvement du bras en pendule, ainsi que nous l'avons indiqué pour 

VII. . /i9 
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le thermomètre à la fois à maximum et à minimum ; donner à la partie liquide 
séparée une assez grande longueur en chauffant Tinstrument, puis le mettre dans la 
position verticale ordinaire. Dans ces conditions, on verra Tindex noter le premier 
minimum et devenir dès lors insensible aux lentes variations de la température. La 
bulle se fait transpercer par l'index et monte alors lentement jusqu'à la tête de 
Tindex. Celui-ci ne se déplace plus à partir du moment où il a commencé à tra- 
verser la bulle. 

Applications. Ce thermomètre pourrait servir à l'étude des couches d'eau pro- 
fondes ; il descend un peu échauffé dans des couches qui le refroidissent, et il 
prend la température de la couche où il s'arrête. Qu'il se produise alors un pre- 
mier minimum, et à partir de ce moment l'index restera immobile^ dans la suppo- 
sition même qu avant quon en relève V indication le thermomètre passe par des tempé- 
ratures supérieures et inférieures à celle qt£ila notée. 

On produit un premier minimum dans une couche donnée, en faisant un peu 
changer le niveau de la couche où l'instrument séjourne avant de le remonter, et 
par suite sa température ; quelques oscillations dans le sens vertical ne sauraient 
manquer de produire un premier minimum, et l'indication de ce premier minimum 
reviendra avec le thermgmètre à l'observateur. 

Une expérience étant faite, on allonge ou on raccourcit la partie liquide séparée 
au moyen d'une variation convenable de la température, après quoi on l'enverse 
l'instrument et on dégage la bulle de l'index par un faible refroidissement. Quand 
on aura remis le thermomètre dans la position ordinaire, il donnera de nouveau 
le premier minimum. 

En météorologie, le thermomètre donnant le premier minimum, comparé au 
thermomètre donnant le minimum absolu, indiquerait que celui-ci a été le mini- 
mum minimorum venant après un minimum relatif au moins. 

De même que le thermomètre à premier maximum, te thermomètre à premier 
minimum peut noter, parmi une suite de températures décroissantes, une tempé- 
rature qu'on ne peut lire immédiatement. 

On chauffe un peu le thermomètre au moment où l'on veut avoir la température. 

Ce thermomètre saisit une température dans une suite de températures décrois- 
santes^ de même que le thermomètre à premier maximum saisit une température 
dans une suite de températures croissantes, 

4. L'index fixé après un premier minimum se trouve dans des conditions telles, 
qu'un abaissement suffisant de la température fait disparaître la bulle; après quoi, 
si la température s'élève de nouveau, l'index descend dans la boule du thermo- 
mètre. 

On voit que cet index accuse un abaissement de température déterminé ip^r la dis- 
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parition de la bulle et la chute de l'index. On obtient un instrument qui paraît 
tout à fait pratique et qui rendrait des services aux sériciculteurs en soudant 
Tindex au point convenable. On abaisse suffisamment la température, la tête de 
Tindex sort du liquide, on fait une bulle par une oscillation du bras, et Tinstru- 
ment est en état. Rien n'est plus facile que l'emploi de cet instrument, qui accuse 
les abaissements de la température qui franchissent une limite réglée une fois pour 
toutes. 

5. On peut avoir un thermomètre qui indique si la température, après avoir 
dépassé un certain points s'est abaissée au-dessous d'un point à peu près déterminé. 

Pour cela, un index la tête en avant est mis hors du liquide dans le thermo- 
mètre à bulle d'air. L'index tombe si la température s'élève suffisamment, et 
tombe jusqu'à la bulle qui se fait bientôt traverser par lui; l'index ainsi fixé accu- 
sera un abaissement de température, comme on vient de le voir dans le paragraphe 
précédent. 

Ce point au-dessous duquel la température ne peut s'abaisser sans que la dis- 
position de la bulle accuse cet abaissement de la température n'est pas déterminé 
d'une manière précise, car il faut un certain temps pour que l'index arrive à la 
bulle qui pendant ce temps a pu monter d'une petite quantité variable, suivant 
que la température s-'élève plus ou moins rapidement. 

6. Thermomètre à deux index dont l'un accuse une trop grande élévation, et 
Vautre un trop grand abaissement de la température. — • Un pareil instrument trou- 
verait son emploi dans les étuves qu'un aide ou un ouvrier est chargé de main- 
tenir à une température comprise entre deux limites assignées. 

Il parait convenable d'avoir deux thennomètres séparés, cependant la combinai- 
son des deux index accusateurs est assez curieuse pour que je l'explique avec 
quelques détails. 

On laisse dans le tube, hors du liquide, un des index introduit la pointe en 
avant, et on fait tomber l'autre la tête en avant jusqu'au ménisque du liquide; 
une secousse et une oscillation du bras produisent une bulle. 

On allonge la partie liquide séparée en chauffant, de manière qu'elle ait au 
moins deux fois la longueur d'un index; un léger refroidissement y loge l'index 
qui a produit la bulle. Si l'on élève alors la température en continuant de tenir le 
thermomètre renversé jusqu'à la température qui donne la limite supérieure, et si 
l'on refroidit ensuite, l'index qui a la pointe en avant restera pour surveiller cette 
limite supérieure. On met la boule du thermomètre en bas, et on abaisse la tem- 
pérature jusqu'à ce que la tête de l'index soit au-dessus du point de la graduation 
qui donne la limite inférieure d'une longueur égale à celle de la bulle d'air; cela 

49- 
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fait, on chauffe la bulle du thermomètre, la bulle se fait traverser par Tindex, et 
Tinstrument, mis verticalement la boule en bas, accusera les écarts de la tempé- 
rature qui la feraient sortir des limites adoptées. 

Si les deux index se touchent par la tête, la limite supérieure a été dépassée; si 
la bulle a disparu, la limite inférieure a été franchie. 

Les deux index sont dans la boule du thermomètre si les deux limites ont été 
successivement franchies. 



RESUME. 



Premier instrument. 



Un instrument ayant un réservoir cylindrique qui ne permette pas le retourne- 
ment de l'index, s'il contient un index tête en avant, devient à volonté : 

Un thermomètre de Rutherford à minimum; 

Un thermomètre donnant le minimum et la plus grande oscillation ascendante; 

Un thermomètre donnant le premier minimum dans la position verticale; 

Un thermomètre déterminant le maximum par la longueur de la colonne liquide 
séparée ; 

Un thermomètre donnant le minimum et la plus grande oscillation montante, 
qui suivrait une température choisie à l'avance et supérieure à la température 
initiale ; 

Un thermomètre qui accuse les abaissements de température qui dépasseraient 
une limite déterminée; 

Un thermomètre qui accuse les élévations de température qui dépasseraient une 
limite supérieure établie à l'avance; 

Un thermomètre qui annoncerait que la température, après s'être élevée au- 
dessus d'un certain point, s'est abaissée au-dessous d'un autre point à peu près 
déterminé à l'avance ; 

Enfin un thermomètre qui donne le premier maximum au moyen d'un index 
qui tombe un peu après que le premier refroidissement a commencé. 

Deuxième instrument. 

Un instrument ayant un réservoir cylindrique comme le précédent, mais con- 
tenant un index pointe en avant, devient à volonté : 
Un thermomètre à maximum de Doulcet ; 
Un thermomètre indiquant le premier maximum ; 
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Un thermomètre donnant le maximum horizontalement au moyen d'un index 
poussé par un ménisque concave à la manière de l'index de Rutherford ; 

IJn thermomètre donnant le maximum et la plus grande oscillation descendante ; 

Un thermomètre indiquant le minimum de la température par la longueur de 
la colonne liquide séparée; 

Un thermomètre accusant les élévations de température qui franchissent une 
limite déterminée; 

Enfin un thermomètre donnant le premier minimum au moyen d'un index qui 
tombe à la première élévation de la température. 

Troisième instrument. 

Un thermomètre à un seul index réversible peut donner successivement les in- 
dications qui appartiennent au premier et au second instrument. 

L'introduction de l'index par la tête se fait naturellement ; de plus, on arrive 
bientôt à l'introduire par la pointe, sans avoir besoin de suivre des yeux l'index, 
en se servant du procédé que j'ai décrit. 

Au lieu des deux instruments à réservoir cylindrique, on peut n'avoir qu'un seul 
instrument à réservoir sphérique; la facilité qu'on a en outre de mettre dans ce 
dernier instrument l'index dans un sens ou dans l'autre n'est pas sans utilité. 

En effet, d'une part, l'index introduit par la tête permet d'obtenir de la manière 
la plus fojcile des bulles de longueur convenable. On peut toujours, après que la bulle 
est produite, retourner Tindex en lui faisant traverser la bulle au moyen de se- 
cousses sur la pautiie de la main. L'index peut faire la navette d'un côté à l'autre 
de la bulle sans la détruire, pour peu que la colonne liquide séparée soit longue 
de 10 à i5 millimètres. 

D'autre part, l'index mis la pointe en avant rassemble par refroidissement le 
liquide en une seule colonne de la manière la plus convenable. Si le premier refroi- 
dissement ne suffit pas, on réchauffe un peu et on amène la pointe de l'index 
contre la bulle d'air, un second refroidissement continue ou achève le rassemble- 
ment du liquide. 

Ce moyen de rassembler le liquide est utilisé par M. Baudin lorsqu'il construit 
les thermomètres à index. Ce procédé est plus commode que l'emploi de secousses 
multipliées ou de la force centrifuge. Il ne déplace pas le zéro de l'instniment 
comme le ferait le contact d'une source énergique de chaleur. 

Quatrième instrument. 
Un thermomètre qui pèse à peu près 100 grammes avec son étui en fer-blanc et 
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contenant deux index en forme d'épingle à pointe émoussée peut donner deux ou 
trois indications successives sans Fintervention de r observateur ^ et il remplace, dans 
tous les cas, les instruments précédents. Il donne les indications suivantes. 

Indications qui se rapportent aux minima, 

I® Le minimum absolu; 

1^ Le premier minimum; 

3® Le minimum qui suit une certaine température; 

4** La plus grande oscillation montante. 

Outre ces indications qui se traduisent en nombres, on peut savoir : 

I** Si la température, pendant un intervalle de temps donné, a subi une oscilla- 
tion ascendante; 

7? Si elle s'est abaissée au-dessous d'un certain point; 

3® Si elle s'est abaissée au-dessous d'un certain point, après avoir préalable- 
ment dépassé un point déterminé. 

« 
Indications qui se rapportent aux maxima . 

i*' Le maximum absolu; 

ik^ Le premier maximum ; 

3** Le maximum qui suit une certaine température ; 

4^ La plus grande oscillation descendante. 

Outre ces indications numériques, on peut savoir : 

i^ Si la température a subi une oscillation descendante pendant un certain 
intervalle de temps ; 

a*^ Si elle s'est élevée au-dessus d'un point déterminé en l'absence de l'obser- 
vateur. 

Un thermomètre pouvant servir à tous ces usages, et gradué avec le soin que 
M. Baudin apporte à la graduation de tous ses instruments, coûte la francs. I^ 
graduation est faite en degrés; on évalue les fractions à vue. 

Il faut remarquer que cet instrument peut servir aux voyageurs aussi bien 
qu'aux observateurs sédentaires. Il suffît d'un peu de chaleur pour le remettre 
en place; la chaleur des mains suffît généralement. 

Pourvu que l'instrument ne soit pas brisé, il ne peut lui arriver aucun déran- 
gement qu'on ne puisse réparer facilement en peu de temps. 
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Cinquième instrument. 
Thermomètre à minimum pour les lieux inaccessibles à l* observateur. 

Les indications les plus importantes parmi celles que je viens d'énumérer 
peuvent être obtenues dans la position verticale de l'instrument, sans qu'il soit 
nécessaire de le maintenir dans une immobilité complète. 

L'instrument peut être descendu dans les lieux inaccessibles à l'observateur ; il 
suffit qu'il soit préservé des chocs violents. On peut le descendre dans les puits 
forés, les trous de sonde^ les couches d'eau profondes, ou l'abandonner aux 
branches d'un arbre en le préservant seulement des oscillations trop fortes. 

Les deux thermomètres qui donnent le premier minimum sont des tliermo- 
mètres verticaux; mais ils supposent que la température, au moment de la 
mise en expérience, soit décroissante, sinon ils ne peuvent en aucune façon tenir, 
jusqu'à un certain point, lieu du thermomètre à minimum. 

Le thermomètre à marteau de M. Baudin, et l'un des thermomètres de M. Wal- 
ferdin, donnent les minima dans une position verticale. J'ai donné plus haut l'idée 
d'un thermomètre servant au même usage, lorsque j'ai décrit un thermomètre à 
minimum dans lequel une bulle d'air sépare une longue colonne liquide variable, 
suivant que la température s'est plus ou moins abaissée. 

Près de la boule du thermomètre est soudé à l'intérieur du tube un index en 
forme d'épingle, dont la tête seule est soudée au tube ; la pointe de cet index est 
dirigée vers le haut du thermomètre placé dans la position ordinaire. Au-dessus 
de lui est une bulle de 3 à 4 millimètres de longueur séparant une longue colonne 
liquide du reste de l'alcool. 

La colonne liquide diminuera lorsque la bulle viendra se faire tmverser par 
l'index soudé, et restera invariable lorsqu'une élévation de la température l'aura 
dégagée de l'index. Ainsi le minimum se traduit par une modification persistante 
de la colonne liquide séparée. Au-dessus d'elle reste abandonné dans le tube un 
index qui a servi à produire la bulle et à la déplacer dans la colonne liquide. Cet 
index, qui a la pointe en avant, servira après chaque expérience à allonger la 
colonne liquide raccourcie par l'index au moment du minimum. 11 suffit pour 
cela de chauffer le thermomètre pour faire tomber l'index mobile, et de chauffer 
encore lorsque l'index est arrivé contre la bulle ; puis on met l'instrument dans 
une position renversée, et on laisse un peu refroidir pour dégager l'index. Il 
tombe jusqu'au ménisque du liquide, qu'une secousse lui fait traverser; cela fait, 
on remet l'instrument en expérience. Cet instrument donnera de lui-même l'indi- 
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cation du minimum de la température. 11 n'a pas besoin d'être immobile; un aéro- 
naute pourrait le suspendre au dehors de sa nacelle. 

Le thermomètre donne une indication qu'on traduit en nombres, soit en portant, 
à partir de la pointe de l'index , une longueur égale à la colonne liquide séparée, 
soit en amenant dans un bain réfrigérant la bulle d'air à» se faire traverser par 
l'index, absolument comme elle Tétait au moment du minimum, et prenant la 
température du bain. 

Le premier procédé, sans être rigoureux, est assez approché, et il suffit dans le 
plus grand nombre des cas. 

Outre son usage spécial, ce cinquième instrument peut servir comme le premier 
instrument, puisqu'il contient un index mobile qui ne peut se retourner. 

On peut avoir dans le tube deux index tournés en sens contraires comme dans 
le thermomètre qui donne à la fois le maximum et le minimum; l'index soudé 
remplace l'arrêt dont il a été question dans ce Mémoire. Ce seul instrument donne 
la plupart des indications énumérées précédemment. 

Sixième instrument. 
Thermomètre à maxima successifs. 

Imaginons que vers le milieu du thermomètre un index, ayant la pointe 
tournée vers la boule, soit soudé au tube par sa tète : la colonne d'alcool continue 
viendra, par suite d une élévation de la température, contre la pointe de cet index; 
si le thermomètre est dans une position renversée, l'index sépare une quantité 
d'alcool grandissant à mesure que la température s'élève. 

Cet instrument peut indiquer plusieurs maxima successifs. 

Dans la position verticale ordinaire, c'est un indicateur des abaissements de 
température qui franchissent une limite déterminée par la position de l'index. 
L'usage en est des plus simples. On fait l'instrument très-court, et, par suite, peu 
fragile. 

De même, on conçoit un instrument donnant une série de minima successifs; 
mais il faudrait supposer un partie liquide séparée du reste de l'alcool par une très- 
longue bulle d'air. Cet instrument n'aurait point une grande précision, parce 
qu'une longue bulle d'air introduit par ses variations une source d'erreurs propor- 
tionnelles à sa longueur. 

Si la résistance qu'offre au déplacement dans un tube une colonne liquide 
pouvait être regardée comme constante, on concevrait des thermomètres à air où 
les index, donnant les maxima et minima successifs, auraient leur rôle à remplir. 

Je n'ai pas fait construire ces espèces de thermomètres différentiels; ils ne 
pourraient avoir d'utilité que dans des circonstances trop particulières. 
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Septième instrument. 

On peut ajouter au thermomètre précédent un index ayant la pointe en avant 
et placé au-dessus de l'index soudé. 

Ainsi complété, cet instrument indique, comme le précédent, si la température 
s'est abaissée au-dessous d'une limite fixe; l'index mobile est alors relégué bien 
haut dans le tube. 

Mais il indiquera, quand on le voudra, si la température s'élève au-dessus d'une 
limite supérieure qu'on règle à volonté. 

Après une expérience, il n'y aura qu'à porter l'instrument à la température li- 
mite qu'on aura choisi^ et à le mettre dans la position renversée, l'index arrivera 
bientôt au ménisque; après un léger refroidissement, l'instrument placé dans la 
]X)sition verticale ordinaire ne pourra subir une température supérieure à la limite 
assignée sans qu'il en résulte une chute pour l'index mobile. Cet instrument est 
d'un usage simple et tout à fait pratique. 

Pour la surveillance du chauffage des magnaneries, deux instruments, l'un indi- 
quant si une limite inférieure, l'autre si une limite supérieure a été franchie, ne 
seraient peut-être pas inutiles. 

Applications de la combinaison des indications précédentes. 

Quand la température est déjà décroissante, aujourd'hui, vers 5 heures du soir 
par exemple, on met en expérience : 

i** Un instrument donnant le premier minimum; 

2^ Un instrument qui dojine le minimum qui suivra une température de demain 
et la plus grande oscillation suivante : c'est le troisième des thermomètres que j'ai 
décrits; 

3^ Un thermomètre à deux bulles donnant la plus grande oscillation descen- 
dante. 

Dans les circonstances ordinaires ^ on aura des indications suffisantes pour déter- 
miner les deux maxima et les deux minima qui se seront produits pendant une 
absence de [\^ heures. 

En effet, le minimum qui aura lieu demain sera noté par le premier instrument; 
le minimum du jour suivant par le second instrument : en même temps, ce second 
instrument donnera le maximum qui suit ce second minimum, puisque la distance 
de ces deux points est la plus grande oscillation montante que l'instrument ait 
subie depuis que l'index a commencé à fonctionner. 

VIL 5o 
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Quant au maximum de demain, il sera donné par le thermomètre à deux bulles; 
en effet, sa distance au minimum suivant est la plus grande oscillation descendante 
de la température pendant Tintervalle considéré. 

Si Ton ajoute aux trois instruments dont il vient d'être question un instrument 
donnant le maximum absolu et un instrument donnant le minimum absolu, en 
même temps que la plus grande oscillation constante, ces trois nouvelles indica- 
tions serviront à vérifier les quatre indications données par les instruments qui 
donnent les quatre limites atteintes pendant une période de deux jours. 

Voici une seconde combinaison. Quand la température est déjà croissante, 
vers onze heures du matin, par exemple, qu'on mette en expérience : 

1** Un instrument donnant le premier maximum; 

2*^ Un instrument qui donne le minimum et la plus grande oscillation montante. 

Après une absence de trente-six heures environ, on pourra déterminer les deux 
maxima et le minimum qui ont eu lieu. 

Cette combinaison de deux instruments est assez simple pour être facilement 
utihsée. 

J'indiquerai enfin une troisième combinaison, aussi simple que la précédente. 

Vers cinq heures du soir, la température s'abaissant, on met en expérience : 

I** Un instrument qui donne le premier minimum ; 

1^ Un instrument qui donne le maximum et la plus grande oscillation descen- 
dante; c'est l'instrument à deux bulles. 

On pourra déterminer les deux maxima et le minimum qui se seront produits 
pendant une absence d'environ. quarante heures. 

Ces curieuses combinaisons d'indications pourraient être utiles dans certains 
cas. On saurait, après une absence de deux jours, à quel jour appartiennent le 
maximum et le minimum notés par le thermomètre à maximum et à minimum. Et 
en outre on aurait les indications qui appartiennent à l'autre jour, d'une manière 
moins satis&isante, il est vrai, que si toutes les indications étaient obtenues par 
un même instrument. Des appareils à indications continues peuvent seuls, il me 
semble, permettre d'avoir les indications de plusieurs jours aussi bien qu'on a les 
indications d'une seule journée. 

Les combinaisons précédentes supposent qu'il n'y ait chaque jour qu'un maxi- 
mum et un minimum de la température. Il y a de petites oscillations aussi nom- 
breuses que les changements de direction du vent, et par suite un nombre égal 
de maxima et de minima, de sorte que la courbe qui représenterait la marche 
de la température aurait une forme générale modifiée par des sinuosités secon- 
daires. 

On peut faire en sorte que les oscillations, dont l'étendue est inférieure à un 
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degré ou à une fraction déterminée de degré, ne fixent pas Tindex du premier 
maximum et du premier minimum. 

De cette manière, les instruments ne s'inquiètent pas des maxima et des minima 
secondaires; ils donnent les indications principales, et généralement celles-ci con- 
sistent, comme je l'ai supposé, en un seul maximum et un seul minimum pour 
chaque jour. 

C'est par la longueur des bulles d'air qu'on règle à volonté l'étendue des oscil- 
lations négligées. 

Des combinaisons pareilles à celles dont on vient de voir l'usage permettraient 
de constater, à certains jours, et peut-être assez régulièrement sous certains 
climats, une variation secondaire importante, soit au moment du maximum, soit 
au moment du minimum. 

Dans les nuits sereines, le passage de nuages étendus arrêterait le refoidissement, 
et un minimum, qui peut n'être pas le minimum définitif de la nuit, serait produit. 
L'instrument donnant le premier minimum ne s'accorderait pas alors avec l'instru- 
ment qui donne le minimum. Ce dernier peut donner la plus grande oscillation 
montante en même temps que le minimum : il peut se faire que ce soit une troi- 
sième donnée sur la marche de la température pendant la nuit, et cela arrivera 
généralement, s'il y a eu plus d'une oscillation dans la marche ascendante ou 
descendante de la température. 

Je n'ai pas besoin d'insister davantage sur l'emploi des nouvelles indications que 
les thermomètres à bulle d'air fournissent, soit en météorologie, soit dans l'étude 
des températures qui se produisent dans des lieux inaccessibles à l'observateur. 
Il est clair que de nouvelles indications peuvent ajouter quelque chose à la con- 
naissance des maxima et des minima. 

Je ferai remarquer que le thermomètre à la fois à maximum et à minimum est 
une combinaison du thermomètre à minimum de Rutherford et du même ther- 
momètre renversé ; ce dernier donne le maximum sans exiger une longue colonne 
liquide pour la marche de son index, à cause de la forme particulière de son index 
qui diffère à peine de celle de l'index du thermomètre de M. Doulcet. Il peut servir 
en météorologie. 

Dans les observations courantes^ on ne peut attendre le refroidissement qui remet 
en place l'index du maximum. Pour éviter cette perte de temps, on associe sur un 
même support un thermomètre de Rutherford et un tliermomètre à bulle d'air 
donnant le maximum, et l'on donne à la colonne liquide séparée une assez grande 
longueur. 

liCS index ne sortent pas du liquide, et une seule inclinaison du support des deux 
instruments les remet en place après chaque observation. 
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La longueur qu'il faut donner à la partie liquide séparée est la distance de deux 
points de repère gravés sur la tige de rinstrument. 

Cette association de deux instruments pourrait servir aux observations courantes 
de la météorologie. 

Les instruments peuvent être transportés et mis en état par chaque observateur. 
Les voyages ne peuvent avoir aucune influence sur l'exactitude des indications 
de ces instruments. 
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